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Liczby niewymierne. Pojęcie granicy. 
Ciągi. Szeregi i iloczyny nieskończone. 


Liczby niewymierne. 
Określenia zasadnicze. 

1. Podstawą wszystkich naszych dalszych rozważań jest 
pojęcie liczby. Pojęcie liczby tworzy się przez kolejne uogól- 
nienie. Najprostszym zbiorem liczb jest zbiór liczb całko- 
witych dodatnich, przy pomocy których tworzymy następnie 
liczby ułamkowe, przyczem, jak wiadomo, do utworzenia 
jednej liczby ułamkowej posługujemy się parą liczb cał- 
kowitych. Dzięki liczbom ułamkowym staje się możliwe. 
z jednej strony dzielenie dwóch jakichkolwiek liczb całko- 
witych dodatnich, a z drugiej strony mierzenie odcinków, 
spółmiernych z odcinkiem jednostkowym. Odejmowanie 
zaś staje się działaniem zawsze możliwem, jak wiadomo, 
w zakresie liczb względnych, t. j. dodatnich i ujemnych, 
co stanowi nowe uogólnienie pojęcia liczby..Liczbom wzglę- 
dnym odpowiadają odcinki o dwóch zwrotach przeciwnych 
na prostej. Tak więc każde uogólnienie pojęcia liczby po- 
zwala nam wykonać takie działania, które nie były możliwe 
do wykonania przed tem uogólnieniem. Oczywiście, możli- 
wość wykonania tych działań jest uwarunkowana ich 
określeniem, tak iż przy każdem помет rozszerzeniu :ро- 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 1 


jęcia liczby muszą być podane definicje równości i nie- 
równości tych liczb, sumy, różnicy i t. d. Okazuje się 
przytem, 12 zasadnicze własności działań, które są spełnione 
dla liczb całkowitych, zachodzą także i dla tych nowych 
liczb, jako to prawo przemienności, łączności, rozdziel- 
ności i t. d. Na tem właśnie polega zasada zachowania 
(permanence) praw formalnych. W matematyce elemen- 
tarnej spotykamy mnóstwo przykładów zastosowania tej 
zasady. Przekształcając wzory, w których wchodzą liczby, 
wyrażone literami a, b, c it. d., nie potrzebujemy się 
troszczyć o to, czy a, b, c są liczbami całkowitemi, czy 
ułamkowemi, dodatniemi czy też ujemnemi, gdyż, np. 
(a-b)? =a*-H2ab-+-b* niezależnie od tego, jakiemi są 
liczby a i b. 

Liczby, o których mówiliśmy dotychczas, są to liczby 
wymierne; zbiór liczb wymiernych tworzą liczba zero 


i liczby dodatnie i ujemne kształtu =, gdzie m i n są do- 


wolnemi liczbami całkowitemi, przytem o » możemy zaw- 
sze założyć, iż jest liczbą całkowitą dodatnią. 

Nowem uogólnieniem pojęcia liczby jest liczba nie- 
wymierna. 

2. Liczby niewymierne określamy przy pomocy nie- 
skończonej liczby liczb wymiernych, (a więc przy pomocy 
nieskończonej liczby liczb całkowitych, gdyż każda liczba 
wymierna utworzona jest z dwóch liczb całkowitych). Dla 
wyjaśnienia możemy najprzód wykazać, w jaki sposób 
liczba wymierna może być określona przy pomocy nieskoń- 
czonej liczby liczb wymiernych. Zauważymy przedewszyst- 
kiem, że gdy dana jest liczba wymierna w, to tem samem 
dane są wszystkie liczby wymierne mniejsze od w i wszyst- 
kie liczby wymierne większe od w; odwrotnie, gdy znane 
są wszystkie liczby wymierne większe od w i wszystkie 
liczby wymierne mniejsze od w, to tem samem dana jest 
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i liczba w. Na to, by znaną była liczba w, zresztą, nie ko- 
niecznie muszą być dane wszystkie liczby mniejsze od w 
i wszystkie większe od w; wystarczy, by danych było 
nieskończenie wiele większych od w, z tym warunkiem 
jeszcze, by między liczbami większemi i liczbami mniej- 
szemi od w, były liczby, których różnica jest mniejsza 
od dowolnie małej liczby. Tak, np. liczbę $ można 
określić zapomocą ułamka okresowego 0,(6); należy to 
rozumieć w ten sposób, iż liczba określona przez 0,(6) jest 
większa od wszystkich liczb ciągu 0; 0,6; 0,66; 0,666; 
0,6666;.... i t. а., a mniejsza od wszystkich liczb ciągu: 
1: 0,7; 0,67; 0,667; 0,6667;.... it. а. Istotnie, jedynie tylko 
liczba $ spełnia te warunki, t. j. jest jednocześnie większa 
od wszystkich liczb pierwszego ciągu, a mniejsza od wszyst- 
kich liczb drugiego ciągu; gdyby były dwie liczby c i с, 
spełniające oba te warunki, to stąd wynikałoby, iż 
c—ć| Kr, przytem nierówność powyższa byłaby speł- 
niona dla każdej wartości całkowitej wykładnika ń, co jest, 
oczywiście, możliwe tylko o ile cc. 

3. Przekrój. Przekrojem nazywamy podział wszystkich 
liczb wymiernych na dwie klasy, z zachowaniem następu- 
jących warunków: 

1° Każda liczba klasy pierwszej jest mniejsza od każdej 
liczby klasy drugiej. 

2° Ani jedna klasa nie jest pusta; (klasa jest pusta, 
gdy nie zawiera żadnej liczby). 

3° Każda liczba wymierna musi należeć bądź do pierw- 
szej bądź do drugiej klasy, t. j. obie klasy razem wzięte 
stanowią zbiór wszystkich liczb wymiernych; żadna liczba 
nie może należeć do dwóch klas jednocześnie. 

Pierwszą klasę nazywamy również klasą niższą, a drugą 
klasę — klasą wyższą. 

Dwie są możliwości: 

1° Między liczbami wymiernemi pierwszej klasy jest 


liczba większa od wszystkich innych liczb tej klasy, albo 
też między liczbami wymiernemi drugiej klasy jest liczba 
mniejsza od wszystkich liczb tej klasy; wtedy przekrój 
określa tę właśnie liczbę wymierną odpowiednio największą 
z pośród liczb pierwszej klasy lub ewentualnie najmniejszą 
z pośród liczb drugiej klasy. Łatwo się przekonać, że nie 
może się zdarzyć, by jednocześnie była liczba największa a 
w pierwszej klasie, a jednocześnie była liczba najmniejsza А 
w drugiej. Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności; 
gdyby bowiem takie liczby a i 4 istniały jednocześnie, to 
a -- 2 


1 і iż уе с 
а< — < А, i wskutek tych nierówności liczba wymierna 


2 
a+ А 


се ие należałaby do żadnej z dwóch klas, со jest 


niemożliwe. 

29 W pierwszej klasie niema liczby największej, апі 
w drugiej niema liczby najmniejszej; w tym przypadku 
przekrój określa liczbę niewymierną. 

Istnieją przekroje obu wymienionych tylko co typów, 
co wykazać można na przykładach. Zaliczmy do pierwszej 
klasy wszystkie liczby wymierne, mniejsze od liczby wy 


miernej =, a do drugiej klasy wszystkie liczby wymierne 


większe od =; liczbę zaś m zaliczymy dowolnie do klasy 


pierwszej lub drugiej. Oto jest przykład przekroju pierw- 
szego rodzaju. 

Damy teraz przykład przekroju drugiego rodzaju. Jeśli 
a i b oznaczają dwie dowolne liczby wymierne, to musi 
zachodzić jedna z trzech zależności: a=b, а<0, a>b. 
Podnieśmy teraz dowolną liczbę wymierną w do kwadratu 
i porównajmy w z liczbą, dajmy na to 2. Równość tu 
jest wykluczona, gdyż nie istnieje, jak wiadomo, liczba 


> m z ; рел, 4 
wymierna =, której kwadrat równałby się 2. Może więc 


być tylko: 
w*>2 lub w» <2. 

Możemy podzielić teraz wszystkie liczby wymierne na 
dwie klasy. Do pierwszej zaliczymy wszystkie liczby 
ujemne, liczbę zero i liczby wymierne dodatnie, których 
kwadrat jest mniejszy od 2; do drugiej klasy zaliczymy 
wszystkie pozostałe liczby wymierne, t. j. te liczby dodatnie, 
których kwadrat jest większy od 2. Przekrój został więc 
określony, każda bowiem liczba wymierna należy do jednej 
z dwóch klas, żadna klasa nie jest pusta, przytem każda 
liczba pierwszej klasy jest mniejsza od każdej liczby dru- 
giej klasy. W rzeczy samej, oznaczywszy dowolną liczbę 
pierwszej klasy przez w,, a dowolną liczbę drugiej klasy 
przez wr, jeśli w, < 0, ponieważ wz; zawsze 2 (), to, oczy- 
wiście, wtedy 20у < wz. 

Pozostaje więc do rozpatrzenia przypadek, gdy wr > 0; 
ponieważ wr <2, а тол? 2 2, więc w”<wp", Czyli 
wr — wr < 0, t j. (wr—wr)(wr-- wr) £0, ponieważ 
wr + wr > 0, wnioskujemy stąd, iż wr— wr < 0, t. j. że 
wr < wyn, co było do okazania. 

Stwierdziliśmy, że podany przez nas podział па dwie 
klasy jest przekrojem, Udowodnimy teraz, że w pierwszej 
klasie niema liczby największej, ani w drugiej liczby naj- 
mniejszej 

Niech a>0 będzie dowolną liczbą wymierną pierw- 
szej klasy, to jest a* £2; należy udowodnić, iż jeżeli 
liczba dodatnia e jest dostatecznie mała, to i (a--e)*<2, 
t. j a-he>a należy też do pierwszej klasy. Wystarczy 
w tym celu wybrać liczbę wymierną dodatnią e, by speł- 
2— а? 


ojca W rzeczy samej 
2а 


niała obie nierówności: £ < а, є < 
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(a+ £e) =a*--2ac-e*=a*-e(2a--8e)Va?-F3ae Ka 
TV Й 

-+- 3a — gą , czyli (a+ £)? < 2, co było do okazania. 


Tak samo udowodnimy, że i w klasie drugiej niema 
tu liczby najmniejszej. 

Istnieją więc przekroje drugiego rodzaju. 

Zbiór wszystkich liczb, określonych za pomocą prze- 
krojów nazywamy zbiorem liczb rzeczywistych. Zbiór liczb 
wymiernych jest, oczywiście, częścią zbioru liczb rzeczy- 
wistych. Ponieważ każdej liczbie wymiernej w odpowia- 
dają dwa przekroje, mianowicie jeden, w którym klasa 
pierwsza posiada liczbę największą w i drugi przekrój, 
w którym klasa druga posiada liczbę najmniejszą w, to, 
dla uniknięcia nieporozumień, umówimy się, iż na przyszłość 
rozważać będziemy tylko takie przekroje, w których klasa 
niższa nie zawiera liczby największej. 

Skoro rozszerzyliśmy nasze pierwotne pojęcie liczby, 
należy w odpowiedni sposób rozszerzyć pojęcia równości, 
nierówności, dodawania, mnożenia tych liczb i t. d. Do- 
póki tego nie uskutecznimy i nie okażemy, iż na mocy 
rozszerzonych definicji działań, wszystkie zasadnicze prawa 
działań nad liczbami wymiernemi są prawomocne dla no- 
wych liczb, to samo rozszerzenie pojęcia liczby nie ma dla 
nas wartości. 

4. Równość i nierówność liczb rzeczywistych. 

Niech będą dane dwie liczby rzeczywiste « i 8 Liczbie 
«a odpowiada przekrój, w którym dowolną liczbą klasy niż- 
szej oznaczymy przez a, zaś dowolną liczbę klasy wyższej 
przez A; same zaś klasy przez (a) i (4), tak iż (a), nprz., 
oznacza zbiór wszystkich liczb a, (4) zaś oznacza zbiór 
wszystkich liczb А. Liczbę B wyznacza przekrój, w którym 
dowolną liczbą klasy niższej niech będzie 0, a dowolną 
liczbą klasy wyższej Б; same zaś klasy (%) i (B). Może się 
zdarzyć, że oba przekroje są identyczne, t. j. (а) = (b), 


a w takim razie i (А) = (B), t.j. zbiór wszystkich liczb a 
jest identyczny ze zbiorem wszystkich liczb 2, a zbiór 
wszystkich liczb A jest identyczny ze zbiorem wszystkich 
liczb B. W takim razie powiemy, że liczba rzeczywista о 
równa się liczbie rzeczywistej В i napiszemy а =B. Gdy 
przekroje nie są identyczne, to а + В; to znaczy, iż nie 
każde a jest zarazem b, lub że nie każde А jest Б; mo- 
żemy więc odróżnić dwa przypadki: 1° każda liczba klasy 
(a) należy do klasy (b), w takim razie powiemy, iż «a <В; 
29 każda liczba A klasy (А) należy do klasy (B), w takim 
razie powiemy, iż a >B. 

Przykład: niech a będzie liczbą wyznaczoną przez prze- 
krój, w którym do klasy wyższej należą liczby dodatnie 
wymierne А, których kwadrat jest większy od 3, a do 
klasy niższej należą pozostałe liczby wymierne a; dalej 
niech B będzie liczbą, wyznaczoną przez przekrój, w któ- 
rym do klasy wyiższej należą liczby dodatnie wymierne 5, 
których kwadrat jest większy od 5, a do klasy niższej po- 
zostałe liczby wymierne b; w takim razie с < В, ponie- 
waż każda liczba wymierna, dodatnia, której kwadrat jest 
mniejszy od 3, podniesiona do kwadratu da liczbę, mniej- 
szą od 5. 

Jeśli liczby «a i В są wymiernemi, to podane tylko co 
określenia równości i nierówności przy pomocy przekrojów 
wyrażają to samo, co elementarne określenia równości 
i nierówności w teorji liczb wymiernych; innemi słowy, 
to co jest określeniem w przypadku liczb niewymiernych 
jest twierdzeniem łatwem do udowodnienia w przypadku, 
gdy о i B są liczbami wymiernemi. 

Z podanych tylko co określeń wynika, oczywiście, że 
każda liczba a, wyznaczona przez przekrój, jest większa 
od każdej liczby a klasy niższej tego przekroju; przytem, 
jeśli о jest liczbą niewymierną, to jest także mniejsza od 
każdej liczby A klasy wyższej tego przekroju, jeżeli zaś jest 


A —.2- 


liczbą wymierną, to równa się najmniejszej liczbie klasy (4), 
a więc jest mniejsza od wszystkich pozostałych. 

Liczba œ jest dodatnia, jeżeli niższa klasa (a) zawiera 
choć jedną liczbę wymierną dodatnią, (zawiera ich wtedy 
nieskończenie wiele). Liczba с jest ujemna, jeśli jej klasa 
wyższa (B) zawiera choć jedną liczbę wymierną ujemną. 
Liczba a jest zero, jeśli jej klasa niższa (a) nie zawiera 
ani jednej liczby dodatniej, a klasa wyższa (А) ani jednej 
liczby ujemnej. 


5. Liczby przeciwne (symetryczne) i odwrotne. 

Przypuśćmy, iż liczba a jest wyznaczona przez prze- 
krój, w którym klasą niższą jest (a), a klasą wyższą jest (4). 
Tworzymy nowy przekrój, zaliczając do klasy niższej wszyst- 
kie liczby — A, a do klasy wyższej wszystkie liczby — a; 
(dlaczego ten podział na dwie klasy jest przekrojem ?)- 
W ten sposób utworzony przekrój wyznacza pewną liczbę ß. 
Łatwo sprawdzić, iż, jeśli œ jest liczbą dodatnią, to В jest 
liczbą ujemną i odwrotnie, jeśli zaś a jest zerem, to i В 
jest zerem. Takie dwie liczby nazywać będziemy przeciw- 
nemi (lub symetrycznemi), co wyrazimy, pisząc, że 8 = — a. 
Każda liczba ma swoją przeciwną; jedna tylko liczba zero 
równa się swojej przeciwnej (dlaczego ?). Jeżeli œ nie jest zero, 
to z dwóch liczb œ i — a jedna jest dodatnia; tę która 
jest dodatnia, nazywamy wartością bezwzględną lub mo- 
dułem liczby a i oznaczać będziemy przez |a|; jeśli a = 0, 
to |a| oznaczać będzie zero; liczby a i — «a mają więc zaw- 
sze tę samą wartość bezwzględną. Zauważmy, iż, jeśli po- 
stąpimy z liczbą — a, tak jak z liczbą a, to okaże się, iż liczbą 
przeciwną do — a jest liczba a, co dowodzi, że — (=a)=a. 


Niech będzie с 2 0, określona przez przekrój, w któ- 
rym a i A mają to samo znaczenie, co poprzednio; utwórz- 
my nowy przekrój, w którym do klasy niższej zaliczymy 
wszystkie liczby wymierne ujemne, liczbę zero i wszystkie 


1 i t > 
45 do klasy wyższej zaliczymy wszystkie 


pozostałe liczby wymierne, które, oczywiście wszystkie są 
dodatnie. Liczbę B wyznaczoną przez ten drugi przekrój 
е р w) a P 


liczby kształtu 


ekg. A 1 = 
nazywamy odwrotnością liczby с i oznaczamy przez = Jeśli 
Ы $. A X 
1 : ; : : 
teraz с < 0, to — określamy jako liczbę przeciwną wzglę- 
a 


ZE za i 
dem odwrotności liczby — a, czyli = będzie wtedy ozna- 
йкы J 


czać liczbę — Je (gdzie — о > 0). Jeśli wreszcie a = 0, 
1 


to odwrotowości 5 nie dajemy żadnego określenia, +. j. = 
dla с = 0) jest wyrażeniem, pozbawionem sensu. 
6. Między dwoma liczbami w, i w», przyczem, np., 
W; <W istnieje nieskończenie wiele liczb niewymiernych. 
W rzeczy samej, wystarczy określić liczbę « zapomocą prze- 
kroju, w którym do klasy niższej (a) została zaliczona liczba 
w;,, do klasy zaś wyższej (А) liczba w,. Można to, oczywiście, 
uczynić nieskończenie wielu sposobami. Jeżeli chodzi spe- 
cjalnie o liczby niewymierne, to dla wyznaczenia liczby с 
można postąpić w sposób następujący: niech w oznacza liczbę 
wymierną, spełniającą warunek w? < w <w? i nie będącą 
18 ; Ра т р 
kwadratem żadnej liczby wymiernej, |jeśli w, = A BEF 
EAE ULEN G Р ы , А 
gdzie FA, s ułamki nieskracalne, to w równa się, np., 


372 1) - 
sk н ) przyczem zakładamy, iż w, > 0. Do wyż- 
szej klasy zaliczymy liczby wymierne, których kwadrat 
jest większy od w, a do klasy niższej wszystkie pozostałe 
liczby wymierne; jasna rzecz, że wtedy liczba w, (dodatnia) 
będzie należała do klasy niższej, a liczba w do klasy wyż- 


szej, przyczem w klasie niższej nie będzie liczby największej, 


liczbie 
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Jeżeli teraz w, < 0), to określimy liczbę с jak poprzednio dla 
liczb — w, i —wy, które obie są dodatnie; liczba — a 
będzie żądaną. Jeśli teraz w, <0, a w; 2 0), to zastąpimy 
liczbę w, dowolną liczbą wymierną w,’ dodatnią mniejszą 
od w, i utworzymy liczbę а dla liczb w,’ i w, јак po- 
przednio; liczba œ będzie żądaną. 

Jeśli «<р, to istnieje nieskończenie wiele liczb wy- 
miernych w większych od с, a mniejszych od В, czyli, jak 
często mówić będziemy, zawartych między a i p. W rzeczy 
samej jedna taka liczba w istnieć musi, bo inaczej oba 
przekroje, t. j. przekrój, określający a i przekrój, określa- 
jący В, byłyby identyczne, wbrew założeniu, że с < В. Так 
więc jest с ш < В. Liczba В jest określona przez przekrój, 
w którym klasa niższa jest (5); możemy więc powiedzieć, 
że liczba w należy do klasy (b); lecz w klasie (b) niema 
liczby największej, (chociażby liczba В była wymierną), 
czyli istnieje liczba w'>w, a należąca także do klasy (b); 
wskutek tego a м< w <B. Między liczbami w i w” mamy 
n WEW 


nieskończenie wiele liczb wymiernych, пр. w” = 3 


w- w”. Ы н | 
м = i t. d, Wszystkie te liczby są większe od с, 


a mniejsze od B. Cel nasz został więc osiągnięty. 

Zestawiwszy oba tylko co otrzymane wyniki, możemy 
powiedzieć, iż między dwoma liczbami rzeczywistemi nie- 
równemi & i В istnieje nieskończenie wiele liczb rzeczy- 
wistych pośrednich ү, to jest spełniających nierówność 
a<y<8B, jeśli, np., a <В; śród tych liczb y jest nieskoń- 
czenie wiele wymiernych i nieskończenie wiele niewy- 
miernych. 

Łatwo udowodnić, iż nierówności a <B i В <ү w za- 
kresie liczb rzeczywistych, tak jak dla liczb wymiernych, 
pociągają za sobą nierówność œ< y. W rzeczy samej, we- 
dług udowodnionego poprzednio, jeśli «a < В, to istnieje 


w 


хм—— 


ГЕ 


mę 2—— 
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liczba wymierna u, spełniająca warunek с <и < 8; tak 
samo istnieje liczba wymierna v, spełniająca warunek 
B<v<y; liczba В jest określona przez przekrój, w którym 
klasę niższą oznaczymy, jak zwykle, przez (b), a klasę 
wyższą przez (B); z tylko co napisanych nierówności wy- 
nika, iż w należy do (b), a v należy do klasy (B), jest 
więc w<v; ponieważ liczba v należy do klasy niższej 
przekroju, określającego liczbę ү, a u<v, to u należy 
także w tym przekroju do klasy niższej, Tak więc liczba т 
należy do klasy wyższej w przekroju, wyznaczającym liczbę 
a, a do klasy niższej w przekroju, wyznaczającym liczbę y. 
Stąd wniosek, iż «< ү. 


7. Wartości przybliżone liczby niewymiernej. 

Jeśli œ jest liczbą niewymierną, to liczby wymierne 
pierwszej klasy stanowią wartości przybliżone z niedomia- 
rem, a liczby drugiej klasy — wartości przybliżone z nad- 
miarem. Wartością przybliżoną liczby « z dokładnością do 
? (gdzie 2 jest liczbą wymierną | z niedomiarem nazywa 


Р 


się największa wielokrotność ułamka — mniejsza od a. 


W rzeczy samej, istnieje taka liczba całkowita m, iż 


(1) Ра (т-Е1)Ё; 
aby się o tem przekonać, utwórzmy postęp arytmetyczny 
Zi: Каа ош OAK т 
q 4. 97-29 © da ЫШЫ ` ° 


o różnicy —; wszystkie liczby tego postępu (podwójnie nie- 


ograniczonego) nie mogą należeć do jednej i tej samej 
klasy w przekroju, wyznaczającym liczbę a, gdyż w prze- 
ciwnym razie jedna z dwóch klas byłaby pusta. Stąd wy- 
nika, że istnieją dwie liczby kolejne w postępie, z których 


PECO ырыа с к а н = 
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poprzedzająca należy jeszcze do klasy pierwszej, a nastę- 
pująca należy już do klasy drugiej; otrzymujemy w ten 
sposób dwie kolejne liczby postępu ma i m+, speł- 
niające nierówność (1). 

Im liczba 2 jest mniejsza, tem, mówimy, dokładność 
jest większa. 

Tak więc z pojęcia przekroju wynika, że można zna- 
leżć dwie liczby należące do różnych klas, i różniące się 
między sobą tak mało, jak się to nam podoba. 


р PDA. DA! R | 


Nadajmy liczbie — szereg wartości 1 —, 
Jmy q 8 оа ТУ 


gdzie n jest liczbą całkowitą dodatnią. Otrzymamy kolejno 
wartości przybliżone z dokładnością do jedności ci c-- 1, 


gite res 


z dokładnością do i mianowicie, c +- „1 i I Fs z do- 
kładnością do a mianowicie c -- EE ЖЕН 2 22, za 


i t. d., gdzie с, Cy, с,..., są liczbami ет przy- 
czem liczby сү, сү, Cg... і t. d. są mniejsze od liczby n, 
t. j. równają się jednej z liczb: 0, 1, 2, 3,...., n—l. Mo- 
żemy proces tylko co opisany rozwijać do nieskończoności, 
o ile liczba а jest niewymierna. Otrzymamy w ten sposób 
dwa ciągi liczb: 


Р p е Co 7; 
c ch, с, сл. 
Г аана JE te, ы, BE ы ые. 


n n? 


"Ciągi te posiadają Nie oś Każda liczba 
pierwszego ciągu jest mniejsza od liczby następującej tegoż 
ciągu lub conajwyżej jej równa; każda liczba drugiego 
ciągu jest większa od następnej lub conajmniej jej równa. 
Każda liczba. pierwszego ciągu jest mniejsza od każdej 
liczby drugiego ciągu. Jakkolwiek małą jest liczba do- 


E 
Н 
И 
s 
4 


— a —- 
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datnia e, można znaleźć takie dwie liczby (а nawet nie- 
skończenie wiele takich par), z których większa należy 
do drugiego ciągu, a mniejsza należy do pierwszego ciągu 
i których różnica mniejsza jest od liczby e. Wszystkie te 
własności wynikają bezpośrednio ze struktury (budowy) 
tych ciągów, a dowody, nie przedstawiające trudności, zo- 
stawiamy czytelnikowi. 

Wskażemy jeszcze na następujące własności tych cią- 
gów (zbiorów przybliżeń): niech a oznacza dowolną liczbę 
wymierną pierwszej klasy w przekroju, wyznaczającym 
liczbę a; w takim razie istnieje w pierwszym ciągu t. j. 
w ciągu: 


б е С с с С. 
9 1 1 кү. 2 3 
(2) Gagi BUSY ti rę УД | РР ДЕ”. 
C, Co Ck 
c: ЕЯ 


(gdzie 0 < c< n — 1, dla k=l, 2, 8,...), 
liczba, większa od a. W rzeczy samej, ponieważ a nie jest 
największą liczbą klasy pierwszej (gdyż takiej niema), 
istnieje liczba wymierna a', większa od a, należąca także 
do klasy niższej; niech k oznacza liczbę całkowitą dodat- 
1 ; È g? Ck 
куйга; wtedy c-- Че ет шийше zy 


nią, taką, że 
4; а, n тк 


--—>a', gdyż liczba ро stronie lewej ostatniej nierów- 
nk z 


ności należy do klasy drugiej; a więc c-- A + Jej жы 
п? 


LJ 
Ck 1 1 к 1 
„оа! — —; lecz z а —a>—, wynika a — —> а, 
nk n* КЕ n* 


й 3 с с, еке 
tak iż ostatecznie с4- = -- -* + ..-|- — > а, со należało 
EA ш ДТ. 
udowodnić. 
Tak samo, jeżeli A oznacza dowolną liczbę wymierną 
klasy drugiej, to istnieje w ciągu: 


. 


(2') с4-1; c++ | e с Ri 


Chili (kp | : zk 
c-+ = аа крк. - > ;... liczba mniejsza od А. 


Każda liczba wymierna а jest więc źródłem, z którego 
wynikają ciągi nieskończone liczb wymiernych (2) i (2) 
o podanej strukturze i posiadające wyszczególnione tylko 
co własności. Odwrotnie, możemy a priori założyć, iż dany 
jest ciąg (2) lub (2°); każdy taki ciąg określa liczbę rze- 
czywistą с. Niech, np., dany będzie ciąg (2); utwórzmy 


przy jego pomocy przekrój w sposób następujący: dowolną: 


liczbę wymierną r zaliczymy do klasy niższej lub wyższej 
zależnie od tego, czy w ciągu (2) istnieje czy nie istnieje 
liczba nie mniejsza od r, t. j. większa lub równa. 

Niech с oznacza liczbę wyznaczoną przez ten przekrój. 
Możemy utworzyć dwa ciągi liczb wymiernych z wartości 
przybliżonych liczby u z dokładnością odpowiednio do 1, 
do ы do = ... 1 t.d, z niedomiarem dla pierwszego 
ciągu, z nadmiarem dla drugiego. Czytelnik udowodni 
z łatwością, że te dwa ciągi, otrzymane tą drogą, są iden- 
tyczne z ciągami (2) i (2), przy pomocy których wyzna- 
czyliśmy liczbę а. 

Posługujemy się zazwyczaj układem dziesiętnym; dla- 
tego też wybieramy często n=10; określamy wtedy liczbę a 
przy pomocy wartości przybliżonych z dokładnością do 
jednej dziesiątej, do jednej setnej i t. d.; powstaje wtedy 
rozwinięcie liczby а na ułamek dziesiętny. 


Działania nad liczbami rzeczywistemi. 


8. Dodawanie. 

Sumą dwóch liczb rzeczywistych a і В nazywamy 
łiczbę, którą oznaczamy przez a--B i która jest określona 
za pomocą dwóch następujących własności: 


Í 
f 
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1° с + В jest liczbą*rzeczywistą większą od sumy а -+ b 
dwóch dowolnych liczb wymiernych a ib, mniejszych od- 
powiednio od składników с i B, t. j. spełniających waru- 
nek а< а, b<B, (albo inaczej a należy do klasy niższej 
przekroju, wyznaczającego liczbę a, b zaś należy do klasy 
niższej przekroju, wyznaczającego 8). 

29 a--B jest liczbą mniejszą od sumy 4 -- В dwóch 
dowolnych liczb wymiernych А i В, z których A>a, 
B>8B, (t.j. Аі В są liczbami należącemi do klas wyższych 
odpowiednich przekrojów). 

Należy okazać, że te dwa warunki istotnie wyznaczają 
liczbę rzeczywistą i tylko jedną. 

W tym celu zaliczmy do pierwszej klasy wszystkie 
liczby wymierne kształtu a- 2, t. j. liczby wymierne, które 
można utworzyć dodając do siebie składniki mniejsze od- 
powiednio od с i mniejsze od В. Do drugiej klasy zali- 
czymy wszystkie liczby kształtu А +- B, gdzie А > a, B >B; 
każda liczba wymierna 7 mniejsza od a-} b jest tegoż sa- 
mego typu, gdyż r —a<b czyli r—a=v' jest liczbą 
mniejszą od b, a więc i od B; r=(r—a)--a=a-+-V. 
Tak samo, jeśli R> А -|- В, to R=(8R—4A)-A=4A+-B, 
gdzie B = R— A> В > В. Jeżeli więc istnieje jakaś liczba 
wymierna w, nie objęta tylko co przytoczoną klasyfikacją, 
to ta liczba w musi spełniać następujące nierówności, 
(3) а 0 <10 <А + В, 
przy wszystkich wartościach wymiernych а, b, А, B, speł- 
niających nierówności а<0< А, b<B<B; bo gdyby 
w> A-B, to należałaby do klasy wyższej. Ta liczba w 
spełnia więc warunek (3), który stanowi określenie sumy 
а -|-B; taka liczba w może być tylko jedna, bo gdyby ja- 
kaś inna liczba w” nie należała do naszej klasyfikacji, to 
także mielibyśmy a--b<w'<4A-+- В; ponieważ w == w, 
niech więc będzie np. w Ćw, wtedy mamy 
a-Hblw<w<A+8B, czyli ww < A+ В — (a+b), 
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czyli 0< 0 — 0 <(A—a)+-(B —b); jakkolwiek małą jest 


А А € 
liczba dodatnia £, można tak wybrać A i a, ру A—a< md tak 


samo wybrać można B i b tak, by B — <; w takim 


`9? 
| > SPIE ; ; Р ; 
razie 0<шф—ш RS +5=8; niech е < w — 0, w takim 


razie otrzymamy w — w <w—w' t. j. dochodzimy do 
sprzeczności, co dowodzi, iż nasze założenie w + w' było 
fałszywe; tak więc jest w= w', czyli jedna tylko liczba 
najwyżej może nie należeć do naszego podziału na klasy; 
ta liczba, o ile istnieje, jest właśnie równa sumie с -|- В. 
Jeśli chcemy, by nasz podział na klasy był przekrojem, 
trzeba, by każda liczba wymierna należała do jednej 
z dwóch klas, więc o ile liczba wymierna w nie należy 
ani do liczb kształtu а + 0, ani do liczb kształtu А -- B, 
to my tę liczbę zaliczymy do klasy wyższej, która będzie 
wtedy posiadać liczbę najmniejszą; otrzymamy w ten spo- 
sób przekrój określi nam właśnie tę liczbę wymierną 
w = a -+-B. 

Jeżeli takiej liczby wymiernej w niema, to każda liczba 
wymierna należy do jednego z dwóch typów a+% lub A-4} B, 
tak iż podział na liczby kształtu a-|-V z jednej strony, kształtu 
A-+ B zdrugiej, stanowi przekrój. W klasie niższej niema 
wtedy liczby największej, w klasie drugiej liczby najmniej- 
szej, bo zawsze istnieją liczby a’, b’, A’, B’, spełniające 
warunki а<а <A XA, b<b<B<B'<B, tak iż 
a b >a--b, A' ++ B' KA+-B. Taki przekrój wyznacza 
liczbę niewymierną ү; ponieważ zawsze 


a--b<y<A+B, 


więc ta liczba y jest właśnie sumą a--P; że ta liczba jest 
wyznaczona w sposób jednoznaczny, udowodnimy, jak po- 
przednio, przez sprowadzenie do sprzeczności. 


чу 
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Suma с | В w zakresie liczb rzeczywistych posiada te 
same własności zasadnicze co i suma w dziedzinie liczb 
wymiernych, mianowicie: «-- р jest zawsze liczbą określoną 
jednoznacznie; с -++ В = ß-+a, czyli ma miejsce prawo 
przemienności; (u--P)-HyY=a--(P -- ү), czyli zachodzi 
prawo łączności; jeżeli B>y, to a--p>a--y, czyli jest 
spełnione prawo monotonji; dalej «--0=a, czyli zero 
jest modułem dodawania. 

Poprzednio (1. 5), określiliśmy liczby przeciwne czyli 
symetryczne a i —a; łatwo udowodnić, że suma dwóch 
takich liczb równa się zeru, t. j. a- (—a)=0. 

Co do prawa przemienności, zauważymy, że przekroje, 
określające «+ B i P--u są identyczne, stąd sumy te są 
równe. To samo tyczy się i prawa łączności. 

Dowód prawa monotonji. Niech a <a <A; 5 <8<В5; 
c<y< C; gdzie a, 0, c są liczby należące do klas niższych 
odpowiednich przekrojów; А, B, С należą do klas wyż- 
szych. Ponieważ ү < В, można tak dobrać С i b, by speł- 
nione były nierówności ү < C<b<$B; obierzmy następnie 
ai А tak, by A—a<b—C, со jak wiadomo, jest moż- 
liwe (1. 7); wtedy A-- C<a--b; dalej a-b należy do 
klasy niższej przekroju wyznaczającego liczbę a--B, więc 
a--b < а В; podobnież a+ ү < А + С; ponieważ 
А+ С<а+ь, mamy apy<A+0<a-b<a-+-8, 
czyli a-Hy<a--B; со trzeba było udowodnić. 

Udowodnimy jeszcze, że с + (— a)=0. Używając tych 
samych znakowań, możemy napisać 


а<а< А 
— 4 < –а< – а, 
gdzie a i а’ należą do klasy niższej, A i A’ zaś do klasy 
wyższej w przekroju wyznaczającym. liczbę a; wskutek 
tego A'>a i A>a'; liczba с + (— а) jest większa od 
wszystkich liczb kształtu а — А' 2 0, a mniejsza od wszyst- 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 2 
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kich liczb kształtu A — a'> 0, przytem jest jedyną liczbą, 
posiadającą tę własność; widzimy więc, iż liczba с + (— a) 
jest określona przez przekrój, w którym do klasy niższej 
należą wszystkie liczby wymierne ujemne, do klasy dru- 
giej wszystkie liczby wymierne dodatnie i zero. Jest więc 


a-|-(—a)=0. 


9. Odejmowanie. 

Różnicę liczb a i В określamy jako rozwiązanie rów- 
nania 6 4- 2== о; łatwo udowodnić, że zawsze istnieje 
liczba 2 taka, iż dodana do liczby danej В da sumę daną a. 
W rzeczy samej taką liczbą jest z = a + (— В). Wynika to 
z prawa przemienności i łączności przy dodawaniu; w rze- 
czy samej, podstawiając w B+% na miejscu 2 liczbę 
a --(—B) otrzymamy BP--r=B+-[a--(—B)]=l[(P--(-B17 
-+a=0-a=a. Że działanie w ten sposób określone jest 
jednoznaczne, wynika to z prawa monotonji przy dodawa- 
niu; gdyby bowiem była inna liczb y + x, taka, iż P--y=a, 
to albo y> 2х, awtedy na zasadzie monotonji В -+ y >B + 
+ r=a, czyli В - у >a, albo у <x, ale wtedy B -+y <B+- 
+©o=a, czyli В 4- у <u. i dochodzimy do sprzeczności. 
Tak więc liczba z, spełniająca równanie В -} 2 = с, a którą 
oznaczamy przez с — В jest tylko jedna, przyczem a — В = 
=a+-(—8). 

10. Mnożenie. 

Określimy mnożenie najprzód gdy czynniki są licz- 
bami dodatniemi. Iloczynem dwóch liczb. rzeczywistych 
dodatnich a i В jest liczba rzeczywista, którą oznaczać 
będziemy przez с.В, i która określona jest przez następu- 
jące dwa warunki: 

19 с.В jest liczbą rzeczywistą większą od iloczynu a b 
dwóch dowolnych liczb wymiernych dodatnich a i b, z któ- 
rych pierwsza mniejsza jest od a, druga zaś mniejsza jest 
od 8; (a należy do klasy niższej przekroju, wyznaczającego 
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liczbę о, b zaś należy do klasy niższej przekroju, wyznacza- 
jącego liczbę 6. 

2° Liczba с.В jest mniejsza od iloczynu A.B każdych 
dwóch liczb wymiernych А i B, z których pierwsza jest 
większa od liczby a, druga większa od liczby В. 

Należy wykazać, że te dwa warunki wyznaczają liczbę 
i tylko jedną. 

W tym celu zaliczmy do klasy pierwszej liczby ujemne, 
liczbę zero i liczby, które są iloczynami liczb dodatnich a i b, 
przytem 0 <a<a, 0<2 <В. Do drugiej klasy zaliczymy 
liczby, które są iloczynami liczb A i B, przyczem A>a, 
В 2 В. Jeżeli jakaś liczba należy do klasy pierwszej, to każda 
liczba wymierna od niej mniejsza będzie także należała do 
klasy pierwszej; jeżeli jakaś liczba należy do klasy wyż- 
szej, to każda liczba wymierna od niej większa będzie 
także należeć do klasy wyższej. Jeśli więc jest liczba wy- 
mierna r nie objęta naszą klasyfikacją, to musi spełniać 
warunek ad <r< АВ; ale taka liczba może być tylko 
jedna, bo gdyby była druga 7’, mniejsza, np: od r, to 
ablr <r<AB і O<r—r<AB—ab=(A—a)b 
+ (3 — b)a +- (4 —a)(5 —b); otóż można tak wybrać 
liczby A, В, ai b, by różnica АБ — ab była mniejsza 
od dowolnie małej liczby dodatniej e; wystarczy w. tym 
celu tak wybrać liczby А i a, by A—a było mniejsze od 


55 i jednocześnie mniejsze od liczby c, której kwadrat jest 
mniejszy od =“ tak samo wybieramy B i b, tak by B— 2 
było jednocześnie mniejsze od żę i od liczby dodatniej c. 
Wtedy A B— ab se .2+- s а с, czyli AB—ab< 


K 3 Za 3 + 3 == =. By dojść do sprzeczności, wystarczy uczy- 
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nić e<r—r'; wtedy z nierówności 0<r—r <dAb—ab< 
<e<r—r' wynika, że r—r <r—r, czyli sprzeczność. 

Stąd wynika, że nasze przypuszczenie o istnieniu dwóch 

liczb wymiernych r i r, nieobjętych naszą klasyfikacją, 
jest fałszywe. Czy nasz podział na klasy stanowi przekrój? 
Oczywiście tak, o ile niema ani jednej liczby wymiernej r 
nie należącej do jednej z dwóch klas; w przeciwnym га- 
zie dołączymy do poprzednio określonej klasy wyższej tę 
liczbę wymierną r, która pozostała піеођјеіа naszą klasy- 
fikacją. Z tem zastrzeżeniem dodatkowem nasz podział na 
klasy da nam zawsze przekrój. Liczba ү, określona przez ten 
przekrój, będzie właśnie iloczynem «5. Łatwo sprawdzić, 
że ү spełnia oba warunki, które podaliśmy, jako określe- 
nie iloczynu «8. Że niema innej liczby y', spełniającej te 
same warunki, udowodnimy w ten sam sposób, jak po- 
przednio przy ustaleniu, iż niema dwóch liczb wymiernych 
r ir”, nieobjętych naszą klasyfikacją, czyli opieramy się 
na nierówności y—y|<AB—ab<Će. 
BE. | Tak więc iloczyn a.p istnieje i jest określony jedno- 
znacznie, gdy «a >0, В 20. Aby przejść teraz do przypadku 
ogólnego, gdy liczby « i B są zupełnie dowolne, damy 
następujące określenie: jeżeli jeden z czynników с lub В 
jest zero, to iloczyn jest także zero; jeśli żaden z czynni- 
ków nie jest zero, to iloczyn równa się iloczynowi war- 
tości bezwzględnych liczb а i В ze znakiem -+ albo —, 
zależnie od tego, czy czynniki są tego samego znaku, czy 
È różnego znaku. 

Iloczyn с.В w zakresie liczb rzeczywistych posiada te 
same własności zasadnicze, co i iloczyn w dziedzinie liczb 
wymiernych, mianowicie с.В jest zawsze liczbą określoną 
E jednoznacznie; spełnione są również prawa przemienności 
S i łączności, t. ј. a.B=B.a, (а.В).ү =@.(Ө.ү); dalej jed- 

ү ność jest modułem mnożenia, t. j. «.1=a; wreszcie pra- 
wo monotonji: jeżeli 8 <y, a a>0, to ag <ay; jeśli 8 <y, 
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a<0, to a3 >ay. Wszyslkie te własności łatwo udowodnić 
przy pomocy przekrojów. W dziale o równości i nie- 


5 аР A Е A ; 1 
równości liczb rzeczywistych 1. 5, określiliśmy liczbę A 


odwrotną względem liczby a; teraz z łatwością możemy 
udowodnić, że iloczyn takich dwóch liczb (odwrotnych) 


równa się jedności, t. j. a. Тш; (dowód ?). 


11. Dzielenie 

Ilorazem liczb а і В nazywamy liczbę 2, czyniącą za- 
dość równaniu 82 = с, przyczem zakładamy В Æ 0. Taka 
liczba æ istnieje i jest tylko jedna. Aby się przekonać 
o istnieniu liczby z, wystarczy sprawdzić, że liczba a.3 
t 
spełnia równanie pr=a, t, j: po pomnożeniu przez ß 

i : 1\ 1 ADA 

daje a; w rzeczy samej Bofa. |= В. | а) = (8. | „a= 
=].a=a na zasadzie praw łączności i przemienności. 
Na mocy prawa monotonji przy mnożeniu wnioskujemy, 
że drugiej liczby, czyniącej zadość temu samemu określe- 


"249 Уе де : a. ; 
niu niema. Tak więc iloraz, który oznaczamy — jest okreś- 
ә 
i 


lony jednoznacznie. Dla В = 0 symbol A 


nie posiada żad- 
nego sensu. 


12. Pierwiastkowanie. 

Przejdźmy teraz do równania 22 = 2. W zakresie liczb 
wymiernych równanie to rozwiązania nie posiada. Oka- 
żemy, że w zakresie liczb rzeczywistych rozwiązanie istnieje, 
i że nawet ich jest dwa; rozwiązania równania 2° = 2 bę- 
dziemy nazywali pierwiastkami z dwóch i oznaczali sym- 
bolami y2 i — 2. 

Utwórzmy w tym celu przekrój, ten sam, o którym 
była mowa poprzednio (1. 3). Do niższej klasy zaliczymy 
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liczbę zero, liczby ujemne i liczby dodatnie wymierne, 
których kwadrat jest mniejszy od dwóch, do klasy wyż- 
szej liczby wymierne, których kwadrat jest większy od 
dwóch. Niech œ będzie liczbą, wyznaczoną przez ten prze- 
krój. Liczba « spełnia równanie 2° = 2, czyli о? równa 
się 2; aby to udowodnić, zauważymy, że liczba о? = о, с, 
według określenia iloczynu jest wyznaczona przez przekrój, 
w którym do klasy niższej należą liczby ujemne, liczba 
"zero i liczby dodatnie, które są typu а.а’, gdzie (<a <a 
i O<a'<a, do klasy wyższej zaś należą liczby kształtu 


А.А', gdzie A>, A >a, a oprócz tego do klasy wyż- 
szej należy liczba wymierna » > 0, spełniająca warunek 
п.а<т< А. А", о ile taka liczba istnieje, przyczem ai a 


wybieramy tu z pośród liczb dodatnich pierwszej klasy. 

Otóż łatwo widzieć, że taką liczbą r jest w tym wy- 
padku liczba 2; mianowicie a.a' jest zawsze mniejsze od 2, 
а А.А’ większe od 2; w rzeczy samej, jeśli aa =a, to 
a'.a=a?, a więc na mocy określenie, t. j. ponieważ a na- 
leży do klasy pierwszej, aa' jest mniejsze od 2; jeśli zaś a Fa, 
to niech np. a Ca, wtedy аа <а?<2. Tak samo А А” >2. 
Widzimy więc, że liczba о? jest wyznaczona przez przekrój, 
w którym do klasy niższej należą liczby wymierne mniej- 
sze_od 2, do klasy wyższej należą liczby wymierne większe 
od 2 1 liczba 2, która jest w tym przypadku najmniejszą 
liczbą drugiej klasy. Ale taki przekrój jest identyczny 
z przekrojem, wyznaczającym liczbę 2; tak więc с? = 2. 
Łatwo teraz udowodnić, że liczba przeciwna (symetryczna), 
g=—a spełnia to samo równanie 2° = 2. 

Przejdźmy teraz do określenia pierwiastka n° stopnia 
z liczby rzeczywistej dodatniej В, czyli do rozwiązania 
równania 2" =B. Ponieważ równaniami algebraicznemi bę- 
dziemy się zajmywać w innym dziale tej książki, więc tu 
określimy tylko pierwiastek dodatni. W tym celu podzie- 
limy liczby wymierne na dwie klasy, przyczem do klasy 


ГЕРЕ 
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niższej zaliczymy liczby wymierne ujemne, liczbę zero 
i liczby wymierne dodatnie, których mt* potęga jest mniej- 
sza od liczby dodatniej 8; do klasy wyższej zaliczymy liczby 
dodatnie których nt* potęga jest większa od liczby 8. Udo- 
wadniamy dalej, że ta klasyfikacja obejmuje wszystkie 
liczby wymierne, z wyjątkiem najwyżej jednej, co ma 
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy liczba rzeczywista p jest 
liczbą wymierną, równą n*i potędze innej liczby wymier- 
nej; dopełniwszy więc ewentualnie naszą klasyfikację, otrzy- 
mamy przekrój, który wyznacza nam pewną liczbę rze- 
czywistą a, Teraz trzeba udowodnić, że о" = 0.0. с... a= B. 
W rzeczy samej, jeżeli jakaś liczba wymierna dodatnia jest 
mniejsza od с, to jej nt? potęga jest mniejsza od B. Jeśli 
więc utworzymy podział na dwie klasy, podział, jaki na- 
leży utworzyć dla określenia liczby a”, to ten podział 
okaże się identyczny z podziałem, określającym liczbę 8; 
ztąd wniosek, iż о" — 8. Szczegóły dowodu czytelnik do- 
pełni sam. W poprzedniem rozumowaniu liczba В była 
dowolną liczbą dodatnią rzeczywistą, a więc mogła być 
liczbą wymierną. Pierwiastkowanie określiliśmy tu tylko 
dla wykładnika n całkowitego. 

13. Rozpatrywaliśmy dotychczas wynik jednego dzia- 
łania, wykonanego nad liczbami niewymiernemi; możemy 
teraz rozpatrywać wynik całego szeregu działań nad licz- 
bami niewymiernemi, mianowicie dodawania, odejmowania, 
mnożenia, dzielenia, potęgowania i pierwiastkowania, byle 
liczba tych działań była skończona i nie było śród nich 
dzielenia przez zero. Możemy sprawdzić, że zasadnicze 
prawa i wynikającego z nich prawidła, które są prawdziwe 
dla liczb wymiernych, są także prawomocne dla liczb nie- 
wymiernych, czyli dziedzina ich prawomocności obejmuje 
zbiór liczb rzeczywistych; wykonując więc przekształcenia 
nad liczbami oznaczonemi przez litery, nie potrzebujemy 
się troszczyć o to, czy litery oznaczają liczby wymierne 
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czy niewymierne. Pod tym względem ważne jest prawo 
rozdzielności czyli prawo mnożenia sumy, 
(3) (a--8).Y=ay + By, 
gdyż prawo rozdzielności stosujemy bardzo często przy 
dowodzeniu bardzo wielu wzorów algebraicznych. Dowód 
tożsamości (3) nie przedstawia trudności i polega na stwier- 
dzeniu, iż przekrój, wyznaczający liczbę («-HB)y jest 
identyczny z przekrojem, wyznaczającym liczbę сү +- бү. 
W gruncie rzeczy mamy tu do czynienia z faktem nastę- 
pującem: wartość przybliżoną liczby («--fP)y z dowolną 
dokładnością otrzymamy, zastępując liczby с, В, ү war- 
tościami przybliżonemi a, b i c, i wykonując nad niemi 
te same działania, byle tylko liczby a, b i c różniły się 
dostatecznie mało odpowiednio od liczb с, р, ү. 

Niech /(a, В) oznacza wynik jakichkolwiek działań nad 
liczbami niewymiernemi a і 8, z wyłączeniem dzielenia 
przez zero. Możemy otrzymać liczbę tak mało różniącą 


się od f(«,B) jak się podoba, jeśli zastąpimy с i В 
liczbami wymiernemi a i b i wykonamy nad a i b ќе sa- 
me działania, co da nam /(a,b), byle tylko liczby a i b 
różniły się dostatecznie mało od liczb «a i B. Możemy tę 
samą treść wyrazić w sposób następujący: niech e ozna- 
cza dowolnie małą liczbę dodatnią; w zależności od € 
wyznaczyć można dwie liczby b' i B” takie, że skoro tylko 


liczby wymierne a i b spełniają nierówności: 


LAG AE П E D E 
f(a, B) pyt: <fla, b) е (U; B) 4 E, 
czyli inaczej: (о, В) —/(u,1)| Łe. 


Podobne twierdzenie zachodzi, oczywiście, i w tym 
przypadku, gdy ilość liczb niewymiernych jest większa od 
dwóch, byle tylko była ich liczba skończona. Czytelnik 
może sprawdzić słuszność tylko co wypowiedżianego twier- 
dzenia na poszczególnych przykładach; można byłoby dać 
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dowód ogólny, oparty na indukcji, ale dla nas to jest zby- 
teczne, gdyż w innem miejscu wrócimy do tego samego 
tematu, mianowicie w dziale o ciągłości funkcji. Udowo- 
dnimy, że jeśli funkcja jest ciągła i jeśli znamy jej war- 
tości dla wartości wymiernych zmiennych, to tem samem 
wyznaczone mamy i wartości tejże funkcji dla wartości 
niewymiernych zmiennych. Własność, o której mowa była 
w tym ustępie, jest więc tylko przypadkiem szczególnym 
ogólniejszej własności, która jest wynikiem ciągłości. Nie 
pominęliśmy jednak milczeniem tej sprawy w rozdziale 
o liczbach niewymiernych z powodu jej ważności w za- 
stosowaniach, mianowicie przy wyliczeniach liczbowych. 


14. Przekrój w dziedzinie liczb rzeczywistych. 

Jasna rzecz, że możemy tworzyć przekroje w dziedzi- 
nie liczb Rzeczywistych zupełnie w ten sam sposób, jak 
w dziedzinie liczb wymiernych. W tym celu wystarczy zbiór 
wszystkich liczb rzeczywistych podzielić na dwie klasy, 
z zachowaniem tych samych trzech warunków: 

1) Każda liczba rzeczywista należy do pierwszej lub 
do drugiej klasy. 

2) Żadna klasa nie jest pusta. 

3) Każda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od każ- 
dej liczby drugiej klasy. 

Zbadajmy, co nam dać może taki przekrój. Przede- 
wszystkiem nie może być jednocześnie liczby największej a 
w pierwszej klasie, i liczby najmniejszej В w drugiej klasie, 


+B 


gdyż wtedy liczba rzeczywista 5, spełniające nierów- 
a 


a<SPE<B, nie należałaby do żadnej klasy. 


Zbadajmy teraz, czy pierwsza klasa może nie mieć 
ostatniego elementu, t. j. największej liczby i jednocześnie 
klasa druga nie mieć pierwszego, t. j. nie zawierać naj- 
mniejszej liczby. 
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Oznaczmy dowolną liczbę pierwszej klasy przez a, 
dowolną liczbę drugiej klasy naszego przekroju przez 8, 
a same klasy przez (a) i (8), tak iż liczby zbioru (0) wię- 
cej liczby zbioru (8) stanowią zbiór wszystkich liczb rze- 
czywistych. W związku z danym przekrojem utwórzmy 
nowy przekrój w zakresie liczb wymiernych, przyczem do 
niższej klasy zaliczymy każdą liczbę wymierną a, która na- 
leży do klasy poprzednio wspomnianej (a), do klasy wyższej 
zaliczymy każda liczbę wymierną b, która należy do klasy 
(В). Jasna rzecz, że ten podział na klasy obejmuje ogół wszyst- 
kich liczb wymiernych, bo każda liczba wymierna r, będąc 
jednocześnie elementem zbioru liczb rzeczywistych, jako 
taka musi należeć w pierwszym przekroju bądź do klasy (с), 
bądź do klasy (В), a więc w drugim przekroju do klasy (a) 
lub do klasy (b). Przekrój w dziedzinie liczb wymiernych, 
w którym klasą niższą jest klasa (a), klasą zaś wyższą (b), 
jak każdy przekrój w dziedzinie liczb wymiernych, wy- 
znacza nam pewną liczbę rzeczywistą 6. Liczba 6, jak 
każda liczba rzeczywista musi należeć bądź do klasy (a), 
bądź do klasy (8). Jeżeli 6 należy do klasy (а), to jest, 
powiadam, największą liczbą tej klasy. Dowód przez spro- 
wadzenie do sprzeczności; gdyby jakaś liczba с, należąca 
do (a), była większa od ô, t. j. gdyby 8< о, to można 
byłoby znaleźć liczbę wymierną r, zawartą między ô i a, 
t. j. spełniającą nierówność 5<r <a; lecz liczba r, jako 
mniejsza od liczby а, musi należeć do klasy (a) w pierw- 
szym przekroju, a więc do klasy (a) w drugim; lecz w ta- 
kim razie nie może mieć miejsca nierówność r> ð, gdyż 
żadna liczba klasy niższej (a) nie może być większa od 
liczby 6, określonej przez odpowiedni przekrój. Doszliśmy 
więc do sprzeczności. Tak samo udowodnimy, że, jeśli ô 
należy do klasy (В), to musi być najmniejszą liczbą tej 
klasy. 

Tak więc udowodniliśmy, że w przekroju utworzonym 


„ээч 
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w dziedzinie liczb rzeczywistych, albo w pierwszej klasie 
jest liczba największa, albo w drugiej klasie liczba naj- 
mniejsza, 

Ти więc zaznacza się wyrażna różnica między prze- 
krojami w zakresie liczb wymiernych, a w zakresie liczb 
rzeczywistych. Otrzymany wynik jest bardzo ważny; można 
go wyrazić krótko, mówiąc, iż przekrój w dziedzinie liczb 
rzeczywistych nie może mieć „luki*. Widzieliśmy, iż prze- 
krój w dziedzinie liczb wymiernych może dać „lukę*; takie 
właśnie przekroje dały nam możność rozszerzenia zakresu 
liczb wymiernych przez wprowadzenie liczb ogólniejszej 
natury; w ten sposób „luka“ jakgdyby została zapełniona, 
Gdyby coś podobnego zachodziło w dziedzinie liczb rze- 
czywistych, t. j. gdyby i tu możliwa była „luka*, mogli- 
byśmy mieć otwartą drogę do nowego rozszerzenia pojęcia 
liczby i do utworzenia liczb ogólniejszych od liczb rzeczy- 
wistych; udowodniliśmy, że tak nie jest. 

Pozostają więc dwie możliwości, albo w klasie niższej (о) 
jest liczba największa, albo w klasie wyższej (8) jest liczba 
najmniejsza. Obie te ewentualności mogą się zdarzyć. By 
się o tem przekonać, rozpatrzymy odpowiedni przykład. 
Do klasy niższej (о) zaliczymy wszystkie liczby rzeczywiste 
mniejsze od liczby 6, do klasy drugiej wszystkie liczby 
rzeczywiste większe od б, samą zaś liczbę 6 zaliczymy do 
klasy niższej czy wyższej, zależnie od tego, czy chcemy 
mieć przykład pierwszej możliwości cży drugiej. 

Otrzymany wynik możemy streścić w następującem 
wysłowieniu: jeżeli utworzymy przekrój w dziedzinie liczb 
rzeczywistych, to ten przekrój wyznacza nam pewną liczbę 
rzeczywistą 6, posiadająca tę własność, że każda liczba 
rzeczywista od niej mniejsza należy do klasy niższej (a), 
każda zaś liczba rzeczywista, większa od ô należy do klasy 
wyższej (В). Sama zaś liczba 6 może należeć do klasy (с), 
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bądź do klasy (В). Liczba ô jakby „oddziela“ jedną klasę 
od drugiej. 

Określenie. Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych (wy- 
miernych i niewymiernych) nazywamy continuum liczbo- 
wem lub arytmetycznem. 

15. Interpretacja geometryczna. 

Dla nadania naszym rozważaniom większej poglądo- 
wości bez ujmy dla ścisłości będziemy często posługiwać 
się interpretacją geometryczną. Interpretacja geometryczna 
oparta jest na odpowiedniości doskonałej między conti- 
nuum liczbowem a continuum linjowem geometrycznem, 
przyczem continuum linjowem nazywamy zbiór wszystkich 
punktów prostej (p). Pod odpowiednością doskonałą rozu- 
miemy odpowiedność, w którym każdemu elementowi 
pierwszego zbioru odpowiada zawsze jeden i tylko jeden 
element drugiego zbioru i odwrotnie; w danym przypadku 
znaczy to, że każdej liczbie rzeczywistej odpowiada na 
prostej (p) jeden tylko punkt i, odwrotnie, każdemu punk- 
towi prostej (p) odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista; 
jeśli prosta (p) jest, np. osią odciętych, to liczba, odpo- 
wiadająca dowolnemu punktowi tej osi nazywa się odciętą 
tego punktu i oznacza się przez x. 

Wskutek tej odpowiedniości doskonałej możemy po- 
sługiwać się przy wysławianiu twierdzeń analitycznych 
językiem geometrycznem; każdej zależności analitycznej 
między liczbami odpowiada zależność ściśle określona mię- 
dzy punktami i odwrotnie. Dzięki temu można połączyć 
obrazowość języka geometrycznego ze ścisłością analityczną, 
przyczem pojęcia geometryczne są tylko obrazami odpo- 
wiednich pojęć analitycznych, tak iż pomimo posługiwania 
się terminami geometrycznemi, rozważania podane w tej ter- 
minologji nie są wcale oparte na geometrji; czyli tak zw. 
arytmetyzycja matematyki daje się doskonale pogodzić z uży- 
waniem wysłowienia geometrycznego. Można na zasadzie 


Z - 
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odpowiedniości doskonałej sporządzić sobie słowniczek dla 
zamiany terminów analitycznych na odpowiednie nazwy 
geometryczne i odwrotnie. Tak więc punkt, to liczba rzeczy- 
wista, prosta nieograniczona (oś), to zbiór wszystkich liczb 
rzeczywistych, odcinek ograniczony punktami А i B ozna- 
cza zbiór liczb, składający się z liczb a ib, odpowiadają- 
cych punktom А i B i ze wszystkich liczb rzeczywistych z, 
zawartych między liczbami a i b; innemi słowy, odcin- 
kowi AB odpowiada zbiór punktów z, spełniających nie- 
równości a<% <b, jeśli a<b. Ten zbiór punktów ozna- 
czamy krótko symbolem (a,b) i nazywamy przedziałem; 
mówimy: punkt należy do przedziału, nie należy do prze- 
działu i t. d. Punkt A leży na lewo od punktu Z, na 
prawo od punktu Æ lub zlewa się z nim, zależnie od tego, 
czy a< b, czy też a>b, lub wreszcie а = 0. Długość od- 
cinka AB jest to liczba dodatnia |a — b| it. d. Inne przy- 
kłady spotkamy później. 

Odpowiedniość doskonałą między continuum liczbo- 
wem, a continuum linjowem geometrycznem przyjmujemy 
tu jako pewnik. Jasna rzecz, że przy pomocy odpowiedniego 
układu pewników geometrycznych można istnienie takiej 
odpowiedności udowodnić. Lecz rozważania tego rodzaju 
odbiegają daleko od naszego przedmiotu i należą do dzie- 
dziny badań nad podstawami geometrji, dokąd odsyłamy 
interesujących się tą kwestją. *) 

Idąc dalej w tym samym kierunku, możemy ustalić 
odpowiedniość między parami .x,y liczb rzeczywistych. 
a punktami na płaszczyźnie. Zbiorowi wszystkich takich 
par 2,у odpowiadać będzie w sposób doskonały zbiór 
wszystkich punktów płaszczyzny. Parę liczb rzeczywistych 


*) „Encyclopédie des sciences mathématiques“ tome III, premier 
volume, „Principe de la geomótrie* раг F. Enriques. Tam wskazana. 
jest i literatura przedmiotu. 


stopnia o współczynnikach wymiernych (albo o współczyn- 
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x,y nazywamy z tego powodu punktem, albo punktem 
analitycznym na płaszczyźnie. Tak samo przyjmiemy od- 
powiedniość doskonałą między trójkami 2, y, z liczb rze- 
czywistych a punktami przestrzeni; taką trójkę liczb rze- 
czywistych nazywać będziemy także punktem, albo inaczej 
punktem analitycznym w przestrzeni. Zbiory utworzone z p 
liczb rzeczywistych 2, 2,,...., 2, będziemy nazywali zbio- 
rami punktów analitycznych w przestrzeni p wymiarowej. 


16. Wróćmy do continuum liczbowego. Wiemy, że 
zbiór ten zawiera liczby rzeczywiste, t. j. liczby wymierne 
i niewymierne; z pośród liczb niewymiernych znamy i za 


pomocą osobnych symboli a oznaczamy te liczby niewy- 
mierne, które powstają z pierwiastkowania, gdzie liczba 
podpierwiastkowa a jest wymierna i dodatnia; takie liczby 
są pierwiastkami równań kształtu 2" = а. Idąc tą sarną drogą, 
możemy określić liczby niewymierne, które powstają w ten 
sam sposób, ale przez połączenie całego szeregu działań tego 
rodzaju, t. j. te, które oznaczamy symbolami, zawierającemi 
skończoną ilość działań, między któremi są pierwiastko- 


wania. Taką jest np. liczba ges dą "J3 ңыз. Czy 
zbiór wszystkich liczb tego rodzaju, t. j. liczb niewymier- 
nych, utworzonych w ten sposób, wyczerpuje wszystkie 
liczby niewymierne? Zobaczymy później, że pierwiastki 
równań algebraicznych stopnia 27% o spółczynnikach wy- 
miernych stanowią klasę obszerniejszą od klasy liczb okreś- 
lonych przy pomocy, skończonej liczby pierwiastkowań 
i innych działań algebraicznych, wykonanych nad liczbami 
wymiernemi, о ile 224. Ale i ta obszerniejsza klasa liczb, 
które nazywamy liczbami algebraicznemi, nie wyczerpuje 
wszystkich liczb rzeczywistych. Podamy później określenie 
liczb л i e; można udowodnić, że te liczby nie mogą być 
pierwiastkami równania algebraicznego jakiegokolwiek 


-= mesh + 
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nikach algebraicznych, co wychodzi na jedno). Na takie 
liczby, jak e i x, żwane przestępnemi, nie należy się za- 
patrywać jako na jakieś wyjątki; przeciwnie. Do conti- 
nuum powrócimy później i w związku z tem wrócimy 
jeszcze raz do poruszonego w tym miejscu pytania. 


Ciągi. Granica ciągu. 
17. Określenie ciągu. 
Ciągiem nazywamy zbiór liczb, danych w pewnym 


określonym porządku, tak iż każda liczba, zwana wyrazem 


ciągu, posiada swoje określone miejsce w ciągu, i odwrotnie 
każdy wyraz jest określony w zależności od swego poło- 
żenia wśród innych liczb ciągu. Istnieje więc w ciągu wy- 
raz pierwszy, który oznaczać będziemy przez a;, wyraz 
drugi as, wyraz trzeci а; it. d.; wyraz, zajmujący miejsce 
ne licząc od początku, oznaczać będziemy przez a, i t.d. 
Liczbę n w symbolu а„ nazywamy wskaźnikiem. Każdy 
wyraz ciągu jest funkcją liczby całkowitej dodatniej n 
(wskaźnika), która wskazuje numer porządkowy tego wy- 
razu, niezależnie od tego, czy znamy czy nie znamy wzoru, 
wyrażającego tę zależność funkcjonalną. Ogólna postać ciągu 
jest więc następująca: 
ARZNIZZEAEyc? 11, AGR 
Wyraz а, nosi nazwę wyrazu ogólnego. 
Zajmować się będziemy ciągami nieskończonemi, t. j. 


takimi, w których liczba wyrazów przewyższa dowolnie 


wielką liczbę całkowitą dodatnią n. 

Ciąg skończony jest dany, jeśli znamy wszystkie wy- 
razy tego ciągu; o ciągu nieskończonym mówimy, że jest 
dany, oczywiście, w nieco odmiennem znaczeniu, gdyż 
wszystkich wyrazów takiego ciągu napisać i wyczerpać nie 
możemy. Termin ten dla ciągów nieskończonych oznacza, 


że dawszy sobie z góry dowolnie wielką liczbę całkowitą 


32 


dodatnią m, znamy wszystkie wyrazy od a, do а, i mogli- 
byśmy te wyrazy po kolei napisać. Może się to stać dzięki 
temu, iż znamy prawo tworzenia się wyrazów tego ciągu; 
prawo to może być dane za pomocą związku między wy- 


5 R Р 1 
razem a, i wskaźnikiem n w postaci wzoru, пр. a, = —, lub 
n 


аһ =(—1)*n--n, lub a,=n*--(—5)* i t. p; kładąc 
w tych wzorach na mlejscu » po kolei liczby ciągu na- 
turalnego: 1, 2, 3,.... otrzymamy wyrazy kolejne odpo- 
wiednich ciągów: 
AEC 1 
5 


1, а ай EV л 
овеча a Naa ЕЛ E A 
E EE EA пе E S 


Ciąg może być dany i bez pomocy takiego wzoru. 
Niech, np. ciąg będzie określony w następujący sposób: 
a, równa się liczbie dzielników liczby n, włączając jeden 
i samą liczbę n. Otrzymujemy ciąg: 

1,2; 258,24, yy w: 

Inny przykład ciągu: pierwsze dwa wyrazy równają 

się jedności, t. j. а, =1, a= 1, każdy zaś następny wy- 


raz równa się sumie dwóch poprzedzających wyrazów,. 


t. j. Un = Unm F Un. Jest to tak zwany ciąg Fibonac- 
ciego: 
2, 00-03 10, АИ КЫ» 
Oto jeszcze parę przykładów ciągów: 


- m1 smi + ү na 

аһ 5—5 ап H =- (74) ij * = ncost> aT 
1) 910297, а, = (n + 1) cost DE, 

a, = gee +. у... а, = największemu dzielnikowi 


=» w 


nieparzystemu liczby n; а, = E (үт), gdzie E(x) oznacza 
największą liczbę całkowitą nie większą jednak od liczby 2, 
czyli mieszczącą się w liczbie z. 

Czytelnik napisze według wskazanych praw pewną 
liczbę wyrazów odpowiednich ciągów. 

18. Monotonicznym nazywamy ciąg, w którym dwa 
kolejne wyrazy a, i аһы 88 ze sobą w związku, wyraża- 
jącym się zawsze, t. j. dla każdego n, jedną albo drugą 
z dwóch nierówności a, < аһ, lub a„ > аны, Oczywiście, 
jedną z nich zawsze z wykluczeniem drugiej. Jako przypadek 
szczególny, ciągiem monotonicznym jest ciąg, w którym 
wszystkie wyrazy są równe, np. ciąg а„= 1, t. j. 


ЖЕЛКЕ" КОККЕ 


Wśród ciągów monotonicznych zasługują na uwagę 
ciągi (stale) rosnące i ciągi malejące. Ciągiem rosnącym 
nazywamy ciąg, w którym każdy wyraz jest mniejszy od 
następnego wyrazu, t. j. w którym a, < аһ; ciągiem ma- 
lejącym nazywamy ciąg, w którym każdy wyraz jest większy 
od następnego, t. j. а, > аһ. Tak np. ciągi a, =n* lub 
AR zak są ciągami rosnącemi, a ciągi аһ = —5 lub 


аж = 2—" są ciągami malejącemi. Przykładem ciągu mono- 
лт { 
5. + 


е А х au ЖУУР > 
tonicznego jest ciąg: an = n sin? x + + 1) cos” 
ciąg: 

3,585 Бурава 


który jednak nie jest rosnący, bo w nim dwa kolejne wy- 
razy mogą być sobie równe. 


Ciągi, ograniczone od góry, i ciągi ograniczone od dołu. 


Ciąg jest ograniczony od góry, jeżeli wśród liczb rze- 
czywistych M istnieje choć jedna, większa od wszystkich 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 8 
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liczb danego ciągu, t. j. taka, że nierówność а, < M jest 
spełniona nieskończoną ilość razy dla każdej bez wyjątku 
wartości wskaźnika m; oczywiście, iż, jeżeli jest jedna 
taka liczba MM, to istnieje ich nieskończenie wiele, bo 
każda liczba М’ > М może ją zastąpić. Ciąg jest ograni- 
czony od dołu, jeśli istnieje liczba mm mniejsza od wszyst- 
kich liczb danego ciągu, t. j. taka, że nierówność a, >m 
jest spełniona dla każdej bez wyjątku wartości wskaż- 
nika m. 

Ciąg może być ograniczony od dołu i od góry; wtedy 
ciąg, utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów danego 
ciągu, jest ograniczony od góry. Ciąg, w którym wszystkie 
wyrazy są dodatnie, jest już przez to samo ograniczony 
od dołu; ciąg, w którym wszystkie wyrazy są ujemne, 
jest oczywiście ograniczony od góry. Tak samo ciąg ros- 
nący jest zawsze ograniczony od dołu, a ciąg malejący od 
góry. 

Przykłady: Ciąg a, = — n? 20n jest ograniczony od 
góry, gdyż a, < 101 dla każdego n; nie jest natomiast ograni- 


| zd У i 
czony od dołu. Ciąg a, = n sin? x 100 jest ograniczony 
od dołu, gdyż a, > — 101 dla każdego n, nie jest nato- 
; ; : + EM / >: 
miast ograniczony od góry; w rzeczy samej nsin? —- — 100 


będzie liczbą większą od dowolnie wielkiej liczby dodatniej 
M., o ile n będzie liczbą nieparzystą większą od M - 100. 

( 10) І m 
Сый 1000‹ Ев 1)% 


і od dołu, gdyż tu 


= а, jest ograniczony od góry 


—2<a, < 10001. 


R . „M ; BĘ 
Tak samo ciąg: a„=5— 10 sin? T: zyl 0, —ә; 05; 
0, — 5; 0,... jest ograniczony od góry i od dołu, gdyż dla 


każdego % jest | a, | <6. 


| 
| 
| 


19. Granica ciągu. 

Niech będzie dany ciąg: a,, ay, а,,..., Qn,... 
Zbadajmy wyrazy tego ciągu pod względem pewnej włas- 
ności (W), t. j. zbadajmy, czy liczby naszego ciągu tę 
własność (W) posiadają, czy też nie. Wynik tego badania 
może być trojaki: 

1° Wszystkie liczby ciągu z wyjątkiem może skończo- 
nej ilości liczb tę własność posiadają; będziemy krótko 
wyrażali tę okoliczność, mówiąc, że „prawie* wszystkie 
wyrazy ciągu tę własność posiadają. 

2° Wszystkie liczby ciągu z pominięciem może skoń- 
czonej liczby wyjątków tej własności nie posiadają, czyli, 
powiemy, „prawie* żadna liczba ciągu tej własności nie 
posiada. 

3° Ani 1°, ami 2° nie jest prawdą, czyli jest w ciągu 
nieskończenie wiele wyrazów, tę własność (W ) posiadają” 
cych, i nieskończenie wiele wyrazów, które tej własności 
liczbowej (W) nie posiadają. 

Przykłady: Niech dany będzie ciąg: 

| m 
an — 10011 en a własnością liczbową (W) będzie: 
„liczba z jest mniejsza od jedności“. Utożsamijmy z z liczba- 
1000 
—3 > 
siada żądaną własność, а, jej nie posiada, a; posiada i t. d.; 
zastanowiwszy się chwilę, przyjdziemy do przekonania, że 
„prawie* wszystkie wyrazy danego ciągu posiadają żądaną 
własność (W), gdyż tej własności nie posiadają tylko te 
wyrazy ciągu, których wskaźnik jest parzysty i mniejszy 
od 2000, czyli jest liczba skończona wyjątków. 

Niech dany będzie ten sam ciąg, a własnością (W) 
niech będzie: „liczba 2 jest większa od 10“. Utożsamijmy 
2 z kolejnemi liczbami ciągu. Jasna rzecz, że „prawie“ 
żądna liczba ciągu tej własności nie posiada, gdyż warun- 


mi naszego ciągu: 0), 1000, 0, 500, 0, 0,-290;,-5-8, po 


g* 
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kowi żądanemu czynią zadość tylko te wyrazy ciągu, któ- 
rych wskaźnik jest parzysty i mniejszy od 200. 

Niech dany będzie ciąg an =n, t. j. ciąg 1, 2, 3, 4, 
5,..., %,..., a własnością (W) niech będzie: „liczba 2 jest 
parzysta“ i spróbujmy utożsamić liczbę w z wyrazami na- 
szego ciągu. Okazuje się, że jest nieskończenie wiele wy- 
razów naszego ciągu, czyniących zadość żądanemu wa- 
runkowi, ale jest także nieskończenie wiele wyrazów, 
które nie spełniają tego warunku. Zdanie więc: „prawie* 
wszystkie wyrazy danego ciągu są parzyste, byłoby fałszywe. 
Tak samo fałszywe byłoby zdanie: „prawie* wszystkie 
wyrazy naszego ciągu są nieparzyste. 

Jeżeli zachodzi przypadek 1°, t. j. jeżeli „prawie“ 
wszystkie wyrazy naszego ciągu daną własność posiadają, 
to zawsze istnieje pewien wskaźnik m,, taki, że wszystkie 
wyrazy o większym wskaźniku (t, j. dalsze) tę własność bez 
wyjątku posiadają: gdy n > ny, to а, posiada własność (И). 
W rzeczy samej, z założenia wynika, że istnieje skończona 
liczba wyjątków, np. k wyrazów wyjątkowych o wskaźni- 
kach rosnących my, 7,,..., my, tak iż dy, Angs... Qu, SĄ 
jedynemi wyrazami danego ciągu, nie spełniającemi wa- 
runku (W). Wystarczy wziąć n, = nys; dla n> no, а, spet- 
niać będzie warunek ( W). 


20. Przypuśćmy, że ciąg nasz posiada własność na- 
stępującą: jakkolwiek wielką liczbę M wybierzemy, „pra- 
wie“ wszystkie wyrazy naszego ciągu są od M większe; 
innemi słowy, począwszy od pewnego miejsca, wyrażonego 
wskażnikiem ж, wszystkie wyrazy ciągu są liczbami, 
większemi od M. Jeśli to zachodzi, mówimy krótko, że 
ciąg dąży do nieskończoności lub rośnie nieograniczenie, 
co oznaczamy, pisząc а, >-оо, gdy n —> оо. 

Uwaga. Nie możemy traktować „nieskończoności“ 
i symbolu œ na równi z innemi liczbami. Chociaż często 


| 


| 
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będziemy używali terminu „nieskończoność“ dla większej 
wyrazistości 1 dla skrócenia, to jednak używać będziemy 
tego terminu tylko w pewnych zupełnie określonych zda- 
niach, których sens został uprzednio ustalony przy pomocy 
osobnej definicji, tak iż każde zdanie, zawierające termin 
„nieskończoność“ lub symbol со, możemy na mocy tylko 
co wspomnianej definicji zastąpić przez inne zdanie, nie za- 
wierające tego terminu. Poprzednio już używaliśmy wyrazu 
„nieskończoność* w zdaniu takiem jak: „liczba wyrazów 
ciągu jest nieskończona“; to znaczy, jak wiemy, że liczba 
wyrazów jest większa od m, jakkolwiek wielką jest liczba 
całkowita dodatnia n. Teraz nauczyliśmy się używać ter- 
minu „nieskończoność“ w zdaniu takiem, jak: „а, dąży do 
nieskończoności wraz z n, jeśli a, =n**. Jest to skrócone 
i symboliczne wysłowienie, mające zastąpić następujące 
dłuższe zdanie: Jakkolwiek wielką wybiorę liczbę MW, mogę 
do niej dobrać taką liczbę n,, że, począwszy od wyrazu 
o wskaźniku nę, wszystkie wyrazy ciągu są od M większe. 
Fakt ten stwierdzamy, oczywiście, przez dyskusję odpo- 
wiedniej nierówności; tutaj np. należy stwierdzić, że nie- 
równość 

n? > И 

jest spełniona „prawie“ dla wszystkich wartości n; w rze- 
czy samej, na to, by n*> M, trzeba, by п>үМ; wystar- 
czy, oczywiście, wziąć za т, największą liczbę całkowitą, 
zawartą w JM, czyli Е (ү); wszelka liczba całkowita n, 
większa od takiej liczby n, = Æ (VM), będzie również większa 
od ҮМ, a więc warunek żądany będzie spełniony, gdyż 
liczba и? = а, będzie większa od M, skoro tylko n>n. 

Ciąg, ograniczony od góry, nie może, oczywiście, dą- 
żyć do nieskończoności; jeśli ciąg nie jest ograniczony od 
góry, to może dążyć do nieskończoności, ale nie koniecznie; · 
tak, np. ciąg, przytoczony poprzednio jako przykład ciągu, 
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który nie jest ograniczony od góry, mianowicie ciąg 


аһ =nsin* > do nieskończoności; w rze- 
czy samej, jeśli n jest liczbą жес». to a, = — 100. 


Preykłady: Jeżeli a,=n sin? 7 


to 
аһ—> со dla #—> со; wystarczy wę że а, >n 


Jeżeli a, = — n, to а, - со; wystarczy zauważyć, 


a. 
100 
że an> M, skoro tylko n >m, gdzie 
ny = 50 + Е {2500 + 100 W}. 
Jeżeli a, = n? sin? S +n cos? 24 to an—> со; wystar- 
czy zauważyć, że tu a, >т. 


21. Gramica zero. 

Dajmy na to, że ciąg nasz posiada następującą włas- 
ność: jakkolwiek mała jest liczba dodatnia e, „prawie* 
wszystkie wyrazy ciągu mają wartość bezwzględną, mniej- 
szą Od є, t. j. każdej liczbie e > 0 odpowiada pewien wskaż- 
nik %, taki że, skoro tylko n>m, to |a„|<e; ten 
wskaźnik n, zależy wogóle od e, dlatego też zamiast n, 
piszemy często n(£). Jeżeli taka własność zachodzi, to mó- 
wimy krótko, że ciąg dąży do zera, i piszemy а, —-0 dla 


n—> со, lub lim a, =0; to samo wyrażamy, mówiąc, że 
n-> со 
granicą ciągu jest zero. 
Przykłady: Jeżeli an = to lim a, = 0; w rzeczy sa- 
п > 0 


а 


теј, — 4 э <% skoro tylko n > z jeśli więc n =£ (3) przy- 


czem m Sy, to бе pociąga nierówność 


„ <E, gdyż |а, | = 


1 : 
7S = 4 macji? lecz m, -- 1 > == czyli 
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= l<e; z dwóch nierówności |а„| < 1 і aka, 
wynika |а, Ce, co trzeba było wykazać. 
Jeżeli m=}, to lim an= 0; wystarczy tu przyjąć 


mE (4 iy dla e<1. 


/ 


Jeżeli a, = т sin A to lim a, =0; wystarczy zauważyć, 
1 ca AA 
że |a| = =: dalej jak w przykładzie pierwszym. 
z 1 : 
Jeżeli a, = (— 1)" zi, to lim a, =0; wystarczy zau- 
"=> сс 


€ 


ważyć, iż |a <5 
п, 


1 
Jeżeli а„= m (1+ (— 1)", to lim a,=0; wystarczy 
үл 


2 
zauważyć; że |a, =, a więc, jężeli л, tak obierzemy, by 
үп 


hy ZE (>. to n>n, pociągnie |а, Ce <1. 


22. Granica g (dowolna). 
Symbol а, > 9 dla mo lub lima„=g oznacza, 


п > со 

że а — g dąży do zera. Mówimy wtedy, że granicą ciągu 
Ay, da, Q3,..., Any... jest liczba g; orzeczenie takie jest 
równoznaczne z orzeczeniem, że granicą ciągu а; —g, 
0 — 9, а; —9,..., An —9,.... jest zero, A więc „prawie“ 
wszystkie wyrazy tego ostatniego ciągu są, co do wartości 
bezwzględnej, mniejsze od e, gdzie s jest dowolnie małą 
liczbą dodatnią. 

Możemy więc nasze pierwotne określenie przekształcić 
w sposób następujący: jeżeli każdej liczbie dodatniej do- 
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wolnie małej = odpowiada taka liczba m, (£), iż nierówność 
m > m, (e) pociąga nierówność |а, —g| < е, to wtedy i tylko 
wtedy lim а, = 9. 


п со 
Uwaga. Zastrzeżenie, że п, ma być całkowite, nie po- 
siada bynajmniej znaczenia zasadniczego i może być na- 
wet zupełnie pominięte, o ile przez т, oznaczamy nie ko- 
niecznie wskaźnik, lecz wogóle liczbę, posiadającą tę włas- 


ność, że wyrazy ciągu o. wskaźniku m, większym od %%, , 


posiadają żądaną własność. 
сс, Jeżeli an =, =P to [п а„һ==1.“// rzeczy 
1 4 Ж 
ai 9+1 а, będzie się różniło od 1 mniej, 


niż o є, jeśli ве. 


samej 1 — 


Jeżeli an => to lim a, =4; w rzeczy samej 
a n —> co 
n+i 1 1 k 1 i 
z z= 27 czyli |а, — 4] sx czyli skoro tylko 
1 
n> у, to |an — 4| < 
Jeżeli a, =Vn--Vn — (т, to lim a, = $; w rzeczy sa- 
n-> оо 
З п Im n— dm 
mej, -a, = ——— ү. RE. ба ай N Е 
У уот акаа, 
Vn-yn - = - Mm 
8 — 2, < жа = GI hp = 16 wystarczy te- 
y 


; 1 
raz zbadać nierówność ү! + AE 1<4e, która daje nam 
ү 


1 1 1 
orz ер; 
п >> ; ponieważ -— piei? Gie: Т5)? 


е 1428) więc wi- 


ć z! 
d że h >—— 
zimy, Że n > 64 


ociąga nierówność |1 — а, <e, co 
ЕЗ 5 2 
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toe 
IOO? öte? 
wystarczy wziąć n > 156, by a, różniło się od 4 już mniej, 


było do okazania. Jeżeli, np., є ==156,2:..; 


niż o 155; jeżeli, np., n = 13°, to а, =V182 — 13 = 0,4907... 
i różnica 4 — a, =0,0092.... jest istotnie mniejsza od +. 

Określiliśmy więc, со znaczy, że a„— 9, а, — 0, а, — ©, 
gdy n rośnie nieograniczenie. Pozostaje jeszcze do wyjaś- 
nienia znaczenie symbolu а, - — œ; oznacza to po- 
prostu, że — а, —> со, gdy n rośnie nieograniczenie. Tak, 
np., a, > — оо, jeżeli a, = 1000n — т°. 


23. Zobaczymy, że są ciągi, które nie dążą do żadnej 
granicy, ani do co, ani do — œ. Zanim podamy odpo- 
wiednie przykłady, udowodnimy następujące: 

Twierdzenie. Jeżeli lim a, istnieje, to jest, jeśli ciąg 


п> оо 

ау, dy,..., Anp... posiada granicę, to począwszy ой pew- 
nego miejsca wartość bezwzględna różnicy dwóch jakich- 
kolwiek wyrazów ciągu jest mniejsza od e. Czyli inaczej: 
jakkolwiek małą jest liczba dodatnia e, istnieje wskaźnik 
т, taki, że jeżeli n>%, i m> my, to |а, —– am <E. 

Mówiąc, że ciąg dąży do granicy, tem samem wyklu- 
czamy przypadek, gdy а„—> со lub а, > — œ. Tak więc, 
na mocy założenia, jest a,  g, gdy т —- оо, Istnieje więc 


К р Е: 
taki wskażnik n,, że skoro tylko n >n, to |а —9 <5: je- 


żeli więc і m> ny, to i fam —gl<5; lecz z tych dwóch 
nierówności wynika |а, — am| e; wystarczy bowiem zau- 
ważyć, że a, — am = an —g--9— am = (An — 9) F (g — an) 
i napisać że |x-+y|<|x|+|yl, t. j. że wartość bezwzględna 
sumy jest mniejsza od sumy wartości bezwzględnych skład- , 
ników, lub conajwyżej tej sumie równa; utożsamijmy 
© Z an—g, Y 2 9 — а); nierówność |c-Hy|< 1214-9! 
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daje właśnie а, — am < a, —g|--|a„—g <5t5 czyli, 


rzeczywiście, |а, — am| <£, co było do okazania, 

Stąd wniosek następujący: jeżeli istnieje określona 
liczba dodatnia a taka, iż dla dowolnie wielkich wskaźników 
m i m jest |an — am| 29, to nasz ciąg nie posiada granicy; 
należy to rozumieć w ten sposób, iż wśród par wskaźników 
My і my takich, że |a„, — am| > a istnieją takie, dla których 
i mę i m, większe są od liczby n, dowolnie wielkiej. Tak 
więc nie znaczy to wcale, by nierówność |а, — a„|> œ była 
spełniona dla wszystkich wskaźników m i m większych 
od n, wystarczy, by nierówność |а, —a| > œm zachodziła 
dla niektórych tylko par m,, m,, byle tylko wśród tych par 
wskaźników n; i m, były takie, w których i nį i my prze- 
wyższają dowolnie wielką liczbę: 

Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. Niech 
e=a; jeżeli istnieje granica, to można znaleźć liczbę no, 
taką, że, skoro tylko m>n,i m>n,, to |а, — am| <E = с; 
wybierzmy wskaźniki m i m z pośród tych par ж, my, 
przy których |а — а», 29, z zachowaniem warunku 
п, >My i т, >my, co, jak wiemy, jest możliwe; jeśli teraz 
n=n. i т= тц, to mamy |an — am| a, bo m > my, 
m, >n, ale jednocześnie także (an — а„,| > =; doszliśmy 
więc do sprzeczności, co dowodzi, że istnienie granicy jest 
niemożliwe, o ile spełnione są warunki założenia. 

Przypuśćmy, że dany jest ciąg: а, = соѕл(и — 1), t.j. 
ciąg: 1, —1, +1, —1,....; albo inaczej а, = 1, jeżeli 
wskażnik jest liczbą nieparzystą, a, = — 1, jeżeli n jest 
liczbą parzystą. Ponieważ ciąg ten jest ograniczony od 
góry i od dołu, nie może tu ani a,— œ, ani а„—> — оо, 

Ciąg ten nie dąży również do żadnej granicy g; w rze- 
czy samej, jeżeli « oznacza dowolną liczbę dodatnią mniej- 
szą od 2, to |а, — а„| > а dla wszystkich tych par wskaż- 
ników n, i m, dla których n, -+ m, = liczbie nieparzystej, 
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gdyż w tym przypadku |a,, —а@„|=2; ciąg granicy nie 
posiada. 


Drugi przykład: а, = (— 1)" SSE аз» — ay 11 = 


EEE) S 2 а 
тоа T. ( 21) "pły q+1 
jeżeli p>4 i g>4, to |а —– ay 2 1, skąd wniosek, że 
ciąg granicy nie posiada. 


24. Jeżeli nieskończenie wiele wyrazów ciągu równa 
się jednej i tej samej liczbie a i jeśli ciąg zmierza do gra- 
пісу g, to g=a. 

Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. Niech 
g +a; począwszy od m t. j. dla n>n, jest |а, —g| < £; 
wybierzmy z pośród wskaźników większych od п, wskaźnik 
пу, któremu odpowiada wyraz a,, równy a, co jest, oczy- 
wiście, możliwe, bo gdyby takich wskaźników n, większych 
od n, nie było, to liczba wyrazów ciągu, równych a by- 
łaby skończona, wbrew założeniu; otrzymamy |a„, —g| = 
= |a — g| <=, gdzie e dowolnie mała liczba dodatnia; wy- 
starczy wziąć e = |a—gj, by sprzeczność uwidocznić. 


25. Jednoznaczność granicy. Ciąg może nie posiadać 
gramicy, lecz jeśli posiada, to tylko jedną. 

Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. Niech dwie 
liczby g i gą, przyczem g + у, będą granicami jednego 
i tego samego ciągu: а, а, Qy,..., Q„,.... Liczba g jest 
granicą, to znaczy, iż liczbie dodatniej e odpowiada wskaż- 
nik n, taki, że nierówność n>n, pociąga nierówność 
a, — 9 <e; liczba g, jest granicą, więc, o ile n >n, to 
lan — {| Ke. Niech v oznacza większą z dwóch liczb 
my imę; dla m > w spełnione są obie nierówności |а, — g| e 
i ја, —g,|<e; lecz 9 — 9, = (9 — an) + (a, — 91); przecho- 
dząc do wartości bezwzględnych, otrzymamy: 
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g—g9|<lg—a --|94—ax|, czyli dla nm >v, |9 — 9; V2e; 
wystarczy wybrać e = 4 |g — g,, by sprzeczność uwidocznić. 

Ciąg, który posiada granicę, nazywamy zbieżnym. 
Ciąg, który nie posiąda granicy lub zmierza do 4 оо lub 
do — со, nazywamy rozbieżnym. 


26. O ciągach, utworzonych z wyrazów ciągu danego. 

Wyjaśnijmy, co znaczy utworzyć ciąg z wyrazów 
ciągu: 

1.205, gaa г. (буун. (4) 

~ Utwórzmy ciąg: 

ТӨ Un. еу Маре (5) 
w następujący sposób: u, wybieramy zupełnie dowolnie 
z pośród wyrazów ciągu (4); niech, np., 44 = ak; ч» Wy- 
bieramy z pośród pozostałych wyrazów ciągu (4) po od- 
rzuceniu wyrazu dy, = ù; niech и, = а; u, wybieramy 
z pośród pozostałych wyrazów ciągu (4) po odrzuceniu 
wyrazów а = Uù i Ak =U, i t. d. W ten sposób żaden 
wyraz ciągu (4) nie może być wzięty dwa razy. By powstał 
ciąg nieograniczony (5) musimy wybierać wyrazy według 
pewnego prawa, lecz prawo to musi być tego rodzaju, by 
żaden wyraz nie był wzięty dwa razy, zgodnie z tylko co 
podanem wyjaśnieniem. Jeżeli to zastrzeżenie będzie speł- 
nione, to w ciągu (5) mogą być wyrazy równe, (t. j. równe 
jednej i tej samej liczbie), tylko w tym przypadku, gdy 
i w ciągu pierwotnym (4) są wyrazy równe. 
* Ciąg, utworzony z wyrazów ciągu zbieżnego jest zbieżny 
i zmierza do tej samej granicy. 

Ponieważ ciąg (4) zmierza do g, więc nierówność 
ја —g|>>a, gdzie œ jest dowolną liczbą dodatnią, może 
być spełniona tylko dla skończonej liczby wyrazów a,, na- 
tomiast „prawie“ *) zawsze zachodzi nierówność przeciwna. 


*) Wyrazu „prawie“ używamy zawsze w znaczeniu, które zo- 
stało poprzednio ściśle określone. 


= — ———— 1 


ZZA azja 
Mies 


лын 
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Zbadajmy teraz nierówność. 

(Um — g| > a (6) 
Ponieważ wyrazy úm zostały wybrane z pośród wyrazów 
a, ciągu (4), więc nierówność (6) może być spełniona także 
tylko dla niektórych wartości wskaźnika m; „prawie* zaw- 
sze więc musi być spełniona nierówność przeciwna 

lu, — gl<a, 
a zatem иһ - 9. 

Rozumowanie powyższe stosuje się i w tym przypadku, 
gdy wyrazy ciągu (5) wyczerpują wszystkie wyrazy ciągu 
(4), t. ј. gdy każdy wyraz а, ciągu (4) został włączony 
w skład ciągu (5). Mówimy wtedy, że ciągi (4) w(5) różnią 
się tylko porządkiem. 

Jeżeli zmienimy porządek wyrazów ciągu zbieżnego, 
to otrzymamy nowy ciąg -zbieżny, który będzie zmierzał 
do tej samej granicy. 

_ 27. Podamy teraz szereg własności, których dowód jest 
bardzo łatwy i które wynikają odrazu z określenia granicy. 

Jeżeli а, > 9, tO |an|— igi; 
dla dowodu wystarczy zauważyć, że 


| | l | 
1а — 19| < аһ — gi. 


Jeżeli du 9, to —c„ — 9; 
dla dowodu wystarczy zauważyć, że: 
|— an — (— 9) |а, — g|. 
{ 1 
Jeżeli au - оо, to ——> 0). 
a; 


W rzeczy samej, dla dowolnie małego =2 0, nierów- 
ność a, > = spełniona jest „prawie“ zawsze, a więc „prawie“ 
zawsze spełniona jest nierówność 


лема. co dowodzi, że 1 —0. 


n а» 


Jeżeli „> — оо, to 8-4 0. 


п 


З . 1 
W rzeczy samej, — a, — + оо, а więc ——— 0, ale 
— dy, 


w takim razie i Sk б i zr 0. 


lanl dn 
Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe. 
Naprzykład: a, ==" —> 0, lecz 3 nie dąży ani do 


+ o, ani do — со. 

Jeżeli a, —+ g, bm g/, 1 jeżeli g>g', to „prawie“ 
zawsze a, > Dy. 

Ponieważ a, % 9, to „prawie“ zawsze а, >g — є; po- 
nieważ bw g’, to „prawie“ zawsze b„<g'--e. Istnieje 
więc taki wskażnik v, że dla т 2 о obie powyższe nierów- 
ności b, <g' +£ i a,>g—e są spełnione; jeśli <4(g—g'), 
to g-+e<g—e; a więc bn Lg -e<g—e<a,, to jest 
b, <а,. 

Jeżeli „prawie“ zawsze a, > bn, i jeżeli a, — 9, bn 9, 
іо g>g”, czyli lim a, >> lim b„. Dowód przez sprowadzenie 


п со n-> со 

do sprzeczności. 

Wnioski: jeżeli a, g і g>0, to „prawie* zawsze 
a, >0; jeżeli „prawie“ zawsze a, >Q i jeżeli a, % g, to 
922 0; jeżeli a, g i g<0, to „prawie“ zawsze a, <0; 
jeżeli „prawie“ zawsze а, <0 i jeżeli а, g, to g 0; 
jeżeli w ciągu a,, ay, аз,...., a„,... nieskończenie wiele 
wyrazów jest dodatnich i nieskończenie wiele ujemnych 
i jeżeli a,  g, to g=0. 

Jeżeli „prawie“ zawsze a, Cb, Śe,„, i jeżeli а, - g, 
bn > g', W >9”,togKg << д”. 

Jeżeli „prawie“ zawsze a, Ch, c, i jeżeli а, —> 0, 
Сп —> 0, to i b, —> 0. W rzeczy samej, dla dowolnego s >0 
„prawie“ zawsze |а, Ce i |с, Ce, a więc także „prawie“ 
zawsze |b„| <=, co dowodzi, że 0, — 0. 

Jeżeli „prawie“ zawsze a, ©, Kc, i jeżeli a, 9, 
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с, >9, to b, g. Stosujemy poprzednie twierdzenie do 
a, -9 <,—9 < 9; ponieważ (a„—g) > 0, (cw —9) > 0, 
to i (b, —g) > 0, skąd 0, —> g. 

Jeżeli „prawie“ zawsze а„< bn < €n, jeżeli bn > 9 ije- 
żeli (cn —a„)—> 0, to а, 9, cng. W rzeczy samej, 
Cn — 9 = Cn — bn == bn — 9 = (с, o, bn) + (br — 9), б — g| < 
< |En — 044-10, — g| |с — an| + |, — g|; ponieważ „pra- 
wie“ zawsze |с„ — an| < £, |0, — g| <= па mocy założenia, 
więc „prawie“ zawsze |с, — g| < 2e, skąd с, —> g. 

28. Granica sumy, różnicy, iloczynu i ilorazu. 

Jeżeli a, 0, to ka, —> 0, gdzie k jest liczbą stałą. 
Albo inaczej; jeżeli ciąg а;, ap, Qy,..., any... dąży do zera, 
to ciąg ka, ka, kag,...., Kan... także dąży do zera. 
W rzeczy samej, dla dowolnego £>0, nierówność 


€ 
RZEZ 
а» Cz 


jest spełniona „prawie“ zawsze. Stąd wynika, że nierówność 
ka <= 
jest także spełniona „prawie“ zawsze; a więc ka, — 0. 

Jeżeli więc wyrazy ciągu, dążącego do zera, pomno- 
żymy przez tę samą liczbę k, to granicą nowego ciągu 
będzie również zero. 

Jeżeli a, —> g, by —> 9', to а, +b, — g -+ g’; albo ina- 
czej: jeżeli ciąg a4, а,, аз,...,-аһ,... zmierza do granicy g, 
a ciąg bi, by, by,...., b„,... zmierza do granicy g’, to ciąg 
aibi, а +-by, а, 4 ,,...., a, Hb,,.... zmierza do gra- 
nicy g +g’. 


Z założenia wynika, że nierówność |а„— g| <., jest spełniona 
ESET + : 4 2, Г) € 
„prawie* zawsze, t. j. dla m >j, a nierówność |2, — g Sa 


także „prawie“ zawsze, t. j. dla m>wv; niech Na oznacza 
większą z dwóch liczb u ï v. Jeżeli n> my, to obie po- 
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przednio napisane nierówności będą spełnione. Na zasadzie 
twierdzenia o sumie wartości bezwzględnych możemy na- 


pisać: 
(а — 9) +- (ba —g)| L|an — g| +1, — 9'| <e, 


albo inaczej 
(a, +b) — (04-91, 
skoro tylko n>n,, t. j. „prawie“ zawsze; a więc 
(a, + bn) 9 tg 


czyli lim (a, + bn) = lim a, + lim бе 


A zatem granica sumy równa się sumie granic, zało- 
żywszy oczywiście, że składniki granicę posiadają. 
W podobny sposób udowodnić można, że 
lim (a, — bn) = lim a, — lim bn; zresztą wynika to wprost 
z poprzedniego, bo lim (a, — bn) = lim {an + (— bn)} = 
> 


3 n п> со 
= lim a, + lim (— bna) = lim a, — lim bn, о ile te granice 
n> со п> п> с п —> co 
istnieją. 
Stąd wniosek: jeżeli lim a, = lim2,, to lim (a, — bn) = 
п -> co ‚Жл ай. п> со 


= lim a, — lim b, = 


L= "—> 


Jeżeli а„—>0, a |5„|< M dla każdego n, to an bn — 0, 


t. j. jeżeli ciąg 
Qi, do, dg,.:.; аһ, ·.. 


zmierza do zera, a ciąg 
Bd O 0 
jest ograniczony od góry i od dołu, to ciąg 
aibi а бе, бу Ogrei бу. Gw бй. 
utworzony z iloczynów odpowiednich wyrazów dwóch da= 
nych ciągów, zmierza także do тега. 
r 
т 
wie“ zawsze, nierówność zaś |0, < М dla każdej wartości n, 
ztąd wynika, że nierówność 


W rzeczy samej, nierówność |a,| < И zachodzi „pra- 


ak б<. i ‚М, czyli |an. b| <= 


jest spełniona „prawie“ zawsze, co oznacza, że granicą 
an .bn jest istotnie zero. 

Jeżeli a, > 0 i b, 0, to anba > 0. Dowód podobny 
do poprzedniego. 

Jeżeli а, - g, 0, g/, to a„.b„g.g,t.j., jeżeli ciąg 
ат, dą, dg,;....; Qm,.... dąży do granicy g, a ciąg bi, bn 
b;,..., On.: zmierza do granicy'g, to ciąg а,б, а,б, 
a;b;s,..., a,b„,... zmierza do granicy gg”. 

Możemy napisać a,=g+u,, bn = g +-v„, gdzie 
Un == а, — g i 0, =, —g' na mocy założenia zmierzają 
do zera; nbn =gg + 9% A- gUn Fun Vn 

а, 0, —gg = #®һ H J Un F Un, 
lecz lim (go, + g'u, A u,v„) = lim 90, + lim g'u, + 
и > со п > со 


п —>» со 


+ lim u,%, = 0; tak więc lim (a,b, — 99) = 0, skąd 


п ->c 

lim anba = g g', co piszemy także a„ó, —> 99'. 

A zatem granica iloczynu równa się iloczynowi granic, 
przy założeniu, że granice czynników istnieją. 

Ćwiczenie. Udowodnić to samo twierdzenie bezpośred- 
nio przez badanie różnicy а,б, —gg'. 

Wniosek. Jeżeli a, g, to Ка, - kg; wynika to z po- 
przedniego, przy założeniu, że b, =k dla każdego n; k jest 
liczbą stałą. 


Jeżeli a, > g, przyczem g + 0, to Жш 3 t. j. jeżeli 


а, 
ciąg ау, ау, Qz,..., аһ,... dąży до granicy g #0, to ciąg 
utworzony z liczb odwrotnych R = SĄ вы .. zmierza 


АСРАУ 
стр 
do granicy 
4 
Ponieważ g + 0, to od pewnego miejsca, t. j. dla n >n, 
żaden z wyrazów а, nie równa się zeru; jeżeli dla RL No, 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 4 
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zdarzy się, że a, =Q, to odpowiadający mu wyraz w ciągu dru- 
gim opuszczamy; opuszczonych miejscbędzieliczbaskończona. 
Ponieważ а, +9, to dla n > u, 


jun! = |а, — g < czyli 4 |g| < |а„}< $ 19, 
1 1 2 
skąd Е СИ мше; 
а . 3 g жч dy, = g|’ 
|1 1| 1а, —9 Un 
zauważmy, że |-— — — = ыш рым... 
19 dn 9). du J| -|an 


CES. АЕ ATA CA 

9 ке Ч lg” 

ponieważ и, = а, — 9 —> 0, więc istnieje taka liczba v, że 
dla n>v, |и, <4lg|*.e; jeżeli teraz nọ oznacza większą 
z dwóch liczb p i v, to dla n >m 


a więc 


1 1 | : 2 
PSE g|?.e.—=s, 
19. dn 3 gy 
Р ҰЯ, |1 1 - Е 1 1. 
czyli „prawie“ zawsze — — — <=, a więc lim —=—; 
|9 аһ п > ал g 
à Г 1 1 RZ ас амраг 
albo inaczej lim — = ——, о ile lima, istnieje і nie rów- 
ренге lima, n — 00 
na się zeru.*) 
Jeżeli b 285 mJ t.j. jeżeli ci 
eżeli an —> g, ф„—> g =E 0, to Roa 0? t.j. jeżeli ciąg 


Qy, 5, Qz,..., Q,,... dąży do granicy g, a ciąg Dy, Ds, B3,..., 
Ваз... do granicy g’ przyczem g' +0, to ciąg ilorazów 


а, dą аз An ? 7 9 
= -~,~ zmierza ku granicy >. 


biba боб» 9 
“к А 1 
Istotnie: — =a,.-—; li = = іт (а | = 
b, b, п > bn no b; 

$ ` 1 - 1 lim a g 

= lim Gy UM = lim 0, PF EZZZ= 9. A zatem 
п» со п.» oo b, п> 60 lim b, lim b; g 
n—> 


*) Zamiast lim ап będziemy czasami pisali wprost lim аһ. о ile to 
п > co 
nie pociąga dwuznaczności. 
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granica ilorazu równa się ilorazowi granic, o ile granice 
dzielnej i dzielnika istnieją i ta druga granica nie równa 
się zeru. 

Łącząc twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i t. d., 
możemy otrzymać bardziej złożone wyniki; tak, np. o ile 
а» 3-9, bn—>g', Cn > 9”, to (а, -- bn)c„ > (g+g)g". W ten 
sposób dojdziemy do następującego ogólniejszego twier- 
dzenia o granicach: 

Jeżeli: an—> g, bn>g, wg”, to R(an, bn, cw) —> 
— R(9,9',9'), gdzie (ш, у, г) oznacza funkcję wymierną, 
t. j. iloraz dwóch wielomianów względem 2, у i г, przy- 
czem twierdzenie się stosuje o ile mianownik w wyrażeniu 
R (an, b», cw) nie zdąża do zera. 

Oczywiście, zamiast trzech ciągów i trzech granic, 
mogłoby ich być więcej, byle tylko liczba skończona. 

3 Bm2 7 

Przykłady: Znaleźć granicę wyrażenia аена 


gdy л —- оо. 


ә / 
т 5т? 4-7 ар, 
2m*|-10n= 5 = j0 5% W danym wypadku mamy 
SE сне 


do czynienia z funkcją typu: 
REL 
R( > p3) 
granice zmiennych k „> 1, równająsięzeru; tu Æ (0,0,0)—=34, 
п? --5n*-- 7 
2n*Flom=B E 
Znaleźć granicę wyrażenia 

Ат» Ате An? + Apan A, 

Вот? + Bin? -- B.n?-2+- ... +- By an + By 
tj. ilorazu dwóch wielomianów stopnia p względem n, przyczem 
Ay, 44,..., By, B4,... są spółczynnikami liczbowemi; B, + 0. 


a więc 


4* 


lim | кк ; 


и tak więc Aint Аулие а РЕ as" 4, 
В? ZEE ZIE SA „+ Bpan -+ Bp В, 

Jeżeli licznik jest wielomianem stopnia niższego niż 
mianownik, to w poprzedniem 4,=0, Е (0) = 0 i granica 
naszego wyrażenia jest zero. 

Jeżeli stopień licznika jest większy od stopnia mia- 
nownika, nie możemy stosować tego samego rozumowania, 
gdyż przypadek 5, = 0 jest wykluczony. 

Wtedy 


ZPA, Сатане. Аут? Е ЕТЕУ 41743 Е da „b 


Byns +B таит В, „п 4-.. В LB s: B, ISA 
20 "in nè 


Ay przyczem p>q, а В+ 0, А, F0. ТАИР nasze wy- 
1) rażenie na dwa czynniki, z których i n?—ı dąży 


do nieskończoności, a drugi zmierza 2 ° +0; stąd bar- 


В, 
| dzo łatwy już wniosek, że nasze wyrażenie dąży do nie- 
| skończoności. 

29. Zbadajmy jeszcze ciąg (postęp geometryczny): 
| AG EAZA EE 
| Rozróżnimy kilka przypadków: 

i 10 © >1. W takim razie ciąg rośnie nieograniczenie, 
| czyli а" = со, gdy т-> œ. Udowodnimy, że począwszy 
od pewnego miejsca wyrazy jego są wszystkie większe od 
dowolnie wielkiej liczby M. 

Niech ę=]|--d, gdzie d>0; 
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=(1+dp= —Dg: +... nd +d"> 


>1--nd, ponieważ BRAK składniki poprzedniej sumy 
są dodatnie; 4 = «">1--nd, gdzie d=x—1>0; 


= „to lHnd>M; a więc tem bar- 


jeżeli teraz > SSE 


dziej z" > М, t. j. 2" > со, bo „prawie“ wszystkie wyrazy 
naszego ciągu są w tym przypadku większe od dowolnie 
wielkiej liczby M. 

2° x= 1; wtedy 2" =1; wszystkie wyrazy ciągu równe 
są jedności, a więc lim 2" = 1. 


п> оо 


3 0<2<1. Wprowadźmy liczbę odwrotną ER 
02 1; w takim razie mh, lecz y„—> œ,- gdy %—> оо, 


1 IE 
a więc rb B=]. 07-50. 


4° 2—0; wtedy 2" — (), wszystkie wyrazy ciągu równe 
są zeru, lim 2% 0). 


п> оо А 

5 —1<a<0. Wprowadźmy liczbę przeciwną y= — 2; 
wtedy 0 <y <1, а" (—1)".y"; ale у" > 0), więc 2" = |2 уч 
również zmierza do zera, a zatem 2" — 0. 

6° 2< — 1. Wprowadźmy liczbę przeciwną y=— z, 
wtedy у> 1, у" —> со, a" =(— 1)"y"; ciąg częściowy, utwo- 
rzony z wyrazów parzystych, dąży do -|- оо; ciąg częściowy, 
utworzony z wyrazów nieparzystych, dąży do — co; w rze- 
czy samej, jeżeli n=2p, to 27 =? і 2% —- оо, gdy 
2—> оо; jeżeli n=2p 4+1, to z” =— у?Р+1, g+> — оо, 
gdy p—> со. Маз? ciąg w tym wypadku granicy nie po- 
siada; ciąg, jak mówią niektórzy, wykonywa wahania nie- 
skończone, 


7° @== —1, wtedy «"=(—1)", zP=l, gPt=—], 
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wyrazy są kolejno --1i —1; jest to ciąg o którym mowa 
była poprzednio (1. 23). Granicy nie posiada. 

Otrzymane wyniki dadzą się streścić przy pomocy 
następującej tablicy: 


2<—1 | a=—1 |-1<z<0lz=0|0<a<1ilx=1| 2>1 


wykonywa | wykonywa 


nieskończone| skończone 


30. Ciąg monotoniczny ograniczony. 
Założenie: ciąg jest niemalejący i ograniczony od góry 
albo nierosnący i ograniczony od dołu, czyli 


1) <= dą Ł Gz <... i 
a, CM dla każdego n; albo 
2) а, 04 > 0; >... i 


а > т dla każdego wskaźnika m. 

Wniosek (teza): ciąg jest zbieżny, t. j. lima, istnieje. 

Ponieważ oba zawarte w tem wysłowieniu twierdzenia 
można udowodnić w sposób zupełnie podobny, podamy 
tu dowód tylko dla ciągu niemalejącego, t. j. przy założe- 
niu: а < а LIW; L...; а, < М. 

Podzielmy wszystkie liczby rzeczywiste 2 na dwie 
klasy; do klasy niższej zaliczymy każdą liczbę zr, która 
albo jest równa jakiemuś wyrazowi naszego ciągu albo 
mniejsza przynajmniej od jednego wyrazu ciągu, t. j. jeżeli 
«=, to musi istnieć taki wskażnik Ж, że 

a< аху. 
do klasy drugiej zaliczymy każdą liczbę Фу, nie czyniącą 
zadość tylko co wysłowionemu warunkowi, t. j. większą 
od wszystkich wyrazów ciągu, czyli 
#тг > аһ (dla każdego wskaźnika n = 1, 2, 3,...) 


niema niema 0 RZA 0 1 niema 


wahania wahania >0 > 0 >0 > 1 | > +00 


Ten podział na dwie klasy jest przekrojem w dzie- 
dzinie liczb rzeczywistych, bo: 

1° Każda liczba rzeczywista 2 należy bądź do klasy 
pierwszej, bądź do klasy drugiej. 

20 Żadna z dwóch klas nie jest pusta, gdyż, np. liczba 
a, należy do pierwszej klasy, liczba M do drugiej. 

3° Każda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od każ- 
dej liczby drugiej klasy; jeżeli 2; jest dowolną liczbą pierw- 
szej klasy, to, na mocy określenia tej klasy, istnieje wy- 
raz ак, taki, że zr < az; jeżeli 2 jest dowolną liczbą dru- 
giej klasy, to zrr>ax, bo tego rodzaju nierówność jest 
spełniona przy wszystkich wartościach wskaźnika; z zesta- 
wienia tych dwóch nierówności wynika: 

Lr < @п 

Przekrój ten, jak każdy przekrój w dziedzinie liczb 
rzeczywistych, wyznacza pewną określoną liczbę g, która 
jest, jak wiemy, albo największą liczbą pierwszej. klasy, 
albo najmniejszą liczbą drugiej, Ta liczba g właśnie jest 
granicą ciągu. W rzeczy samej, jakkolwiek małą jest liczba 
dodatnia e, g—e należy do klasy pierwszej, а g-} = do 
klasy drugiej, wskutek czego, jak było wyjaśnione przed 
chwilą, musi istnieć wyraz a,, naszego ciągu, spełniający 
nierówność : 

9 — E < üm Ig FE; 
jeżeli n> 07, to an < ал, lecz zawsze a, <g -+ =, wskutek 
czego 
J — E< an < а<9-|-е, 

czyli |g — а, <= „prawie“ zawsze, to jest dla każdego n 
większego, od л. A więc a,  g. Jasna rzecz, że żaden wy- 
raz ciągu nie może przewyższać liczby g, tak, że nierów- 
ność a, <g--e można zastąpić przez a, < g, a nawet przez 
nierówność а, < 7, о ile w ciągu niema nieskończenie wiele 
liczb równych między sobą (a więc równych g); w rzeczy 
samej, gdyby а. = 0, toi акы = 9; nie może bowiem być 
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акы CJ = Ar, bo ciąg jest niemalejący; nie może być także 
ark+1 > 9, 00 аку należy do klasy pierwszej, a liczby klasy 
pierwszej nie mogą być większe od g. Jeżeli więc а; =, 
to i wszystkie następne wyrazy ciągu, czyli „prawie* 
wszystkie równają się g; w tym przypadku szczególnym 
liczba g należy do klasy niższej naszego przekroju. 

Dla ciągu niemalejącego jest zatem zawsze a, lim a,, 

п со 

jeżeli zaś ciąg jest stale rosnący, to a, <1іт а,. 


п -> оо 

Jeżeli ciąg monotoniczny nie jest ograniczony od góry, 
co może się zdarzyć tylko przy ciągu monotonicznym nie 
malejącym, to a, co. Istotnie, wedle założenia, niema 
takiej liczby M, która byłaby większa od wszystkich wy- 
razów ciągu; dla każdej liczby M można znaleźć wskaźnik 
my, taki, że 

а > M; 

jeżeli n>n, to an > а> М; a więc „prawie“ wszystkie 
wyrazy ciągu są od dowolnie wielkiej liczby M większe; 
dowodzi to, że ciąg dąży do + со. 

Jeżeli ciąg monotoniczny (oczywiście nie rosnący) nie 
jest ograniczony od dołu, w takim razie dąży do — оо, 
czyli a,  — оо, 


31. Przykład: lim(1- |= e. 


Przy pomocy tylko co uzasadnionych twierdzeń mo- 
żemy udowodnić, że ciąg: 
` 


zmierza do granicy. 
Udowodnimy przedewszystkiem, że ten ciąg jest rosnący. 
9 Тү 1 n(n—1 1 
= (1-Е1) 19.27 1.2 737" 
n(n—1)..(n—p--1) 1 n(n—1)(n—2)...3.2.1 1. 
SR 1.2.3...p `n? AJ 1.2.3..(n-1)n n" 
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jest to wzór Newtona, rozwinięcie n*i potęgi dwumianu, 


dla n całkowitego dodatniego. Przy pomocy elementarnych 
przekształceń otrzymamy: 


ETER ENIE 


n ni 


„+41 EW йс ыс кщ 5 


p! oznacza 1.2.3...p, t. j. iloczyn p kolejnych liczb sze- 
regu naturalnego; n! =1.2.3...n 

Otrzymaliśmy na a, sumę n-- 1 składników dodatnich. 
Przypuśćmy, że rozwinęliśmy zupełnie w ten sam sposób 
następny wyraz ciągu, t. j. аы; można to rozwinięcie 
otrzymać odrazu, zastępując w ostatnim wzorze n przez 
п + 1. Nowa suma składać się będzie z n+ 2 składników 
dodatnich; dwa pierwsze składniki pozostaną bez zmiany, 
wszystkie następne składniki powiększą się; np. skład- 


nik г) zostanie zastąpiony przez składnik większy 


i-z it. 4; ponadto przybędzie jeden nowy skład- 


nik; widzimy więc, że suma, wyrażająca (n +-1)szy wyraz 
ciągu, jest większa od sumy, wyrażającej n-ty wyraz; 
a zatem: 

а+12 Qu; 
nasz ciąg jest rosnący. 

Dwie są możliwości: albo ciąg rośńie nieograniczenie, 
albo jest ograniczony od góry i posiada granicę. Przeko- 
namy się, że zachodzi tutaj druga ewentualność: liczba 3 
jest większa od wszystkich wyrazów ciągu. W wyrażeniu 


ТЕГ а е WY WR NAST о 
(7) każdy z czynników (1— A (1— Johs тү dest 


mniejszy od jedności; gdy więc te czynniki we wzorze (7) 
zastąpimy przez jedność, to suma się powiększy, a więc 


r 
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1 


z 1 3224 
&<1-Е1-+ж-Е8+-ш<1-+Е1-_5-„әз-Розз+- 
1 | 1,1 „> 
za» czyli a, <1 + ПЖ FIET | FE 


=i +24] <3. 

Ciąg jest zatem rosnący, bo а, >а, i ograniczony 
od góry, bo dla każdego n jest a, <3, t. j. wszystkie wy- 
razy są mniejsze od 3. Ciąg zmierza więc do granicy; gra- 
nicę tę przyjęto oznaczać liczbą e; jest to liczba przestępna. 
Można byłoby liczbę e obliczyć w sposób przybliżony z do- 
wolną dokładnością przy pomocy naszego ciągu, którego 
wyrazy są wartościami przybliżonemi liczby e z niedomia- 
rem, lecz musielibyśmy wprzód utworzyć inny ciąg, ma- 
lejący, któryby zdążał do tej samej granicy; wyrazy tego 
drugiego ciągu byłyby większe od e. Taki ciąg utworzymy *), 
zastępując n przez — n w wyrazie ogólnym naszego ciągu; 

1 A= (H) 
A zp] 

n--1)"F" i A 1 2 

= | aj | = (1+3) фра; a więc lim b, = 


noo 


= йт (1+ |= lim TE; lim (i + 1) ==. 


n -> со п —>со п > оо 


wyraz ogólny nowego ciągu niech będzie b, =fi 3 


Lecz obliczenie wartości przybliżonych liczby e tą drogą 
jest w praktyce niewykonalne, gdyż otrzymane ciągi są 
bardzo wolno zbieżne; przypuśćmy, np., że chcemy obli- 


czyć e z dokładnością do Б w takim razie 5, — a, < Б 
ponieważ bn = An (i — 4 ‚ więc b, — an= Та, skąd 
R. i п 22. 0% ponieważ %,>e—-; wi 

= <р czyli n >an ; ponieważ n, > e— 16 więc 


n>e.10*— 1; tak, np., by obliczyć e z dokładnością do 


*) Patrz ćwiczenie N. 36. 
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1585; ton W (i - ү należy wziąć większe od 270. To też do 


obliczenia e służą inne metody, o których będzie mowa później. 
Udowodniliśmy mimochodem, że nie tylko 


lim (1+2), ale także lim (2 przyczem 


n—>-|- со п> —0оо 
lim 1+ 5 oznacza poprostu lim (1- | - Dokładniej- 


sze metody dają: e=2,718281828459045...... 
Jako zastosowanie teorji granic, udowodnijmy jeszcze, 


dla przykładu, że <> оо, gdy n—> œ, dla a>1. 


W rzeczy samej: 


a=1-d, gdzie d>0; ТЕ а 
Zot Das, gdy n—> со, (2% сё >oo, a więc i T >o"). 


32. Granica jest liczbą, wyznaczoną przez nieskończony 
zbiór liczb danego ciągu. Granica zależy więc od liczb 
danego ciągu, ale zależność ta jest specjalnego rodzaju, 
mianowicie granica nie zależy od poszczególnych liczb 
ciągu, nie zależy od skończonej ilości tych liczb; w ciągu 
możemy usunąć skończoną liczbę wyrazów, możemy do- 
łączyć skończoną liczbę wyrazów, wreszcie wykonać obie 
te czynności jedna po drugiej, t. j. zastąpić skończoną 
liczbę wyrazów ciągu innemi liczbami, nie wpłynie to na 
granicę, o ile ciąg jest zbieżny; jeśli te zmiany przeprowa- 
dzimy w ciągu rozbieżnym, to i nowo otrzymany ciąg 
będzie rozbieżny. Granica zależy od nieskończonej liczby 
wyrazów ciągu; zmiana nieskończonej liczby wyrazów może 
mieć wpływ na granicę; naprzykład, w ciągu 1,4, $, $,..., 


m 
*) W ten sam sposób można byłoby udowodnić, że 7 08, gdy 
n 
тоо, gdzie p jest liczbą całkowitą dodatnią stałą. , 
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»—1 


‚+› który zmierza do jedności, zastąpmy każdy setny 


wyraz zerem; nowo otrzymany ciąg już nie jest zbieżny. 

Aby uchwycić dlaczego tak jest, zauważymy, że gra- 
nica jest określona przez pewne warunki (nierówności 
ја, — g| <=), które powinny być spełnione „prawie“ zawsze, 
t.j. dla wszystkich wyrazów począwszy od pewnego wskaź- 
nika. Otóż zmiana skończonej liczby wyrazów ciągu na te 
warunki niema żadnego wpływu, gdyż przy zmianie skoń- 
czonej liczby wyrazów, zacząwszy od pewnego wskaźnika 
żaden wyraz nie uległ zmianie, a więc, począwszy od tego 
wskaźnika te same warunki (nierówności |а, — g| < =) po- 
zostają spełnione, czyli granica się nie zmieniła. Inaczej 
przy zmianie nieskończonej liczby wyrazów; jakkolwiek 
wielką jest liczba nọ istnieją wyrazy а, o wskaźniku % 
większym od n, które uległy zmianie. 


Uogólnienie pojęcia granicy. 
Pewne pojęcia z teorji mnogości. 


33. Moc zbioru. Pojęcia zbioru czyli mnogości określać 
nie będziemy, gdyż jest to pojęcie pierwotne, nie dające 
się sprowadzić do pojęć prostszych, bardziej zrozumiałych. 
Zajmować się będziemy przeważnie zbiorami liczb lub 
punktów; liczby lub ewentualnie punkty, z których zbiór 
się składa, będziemy nazywali jego elementami. 

Przykłady mnogości: 1) zbiór liczb całkowitych do- 
datnich; 2) zbiór liczb wymiernych; 3) żbiór liczb rzeczy. 
wistych; 4) zbiór liczb wymiernych, zawartych w pewnym 
przedziale, np. w przedziale (0,1); 5) zbiór liczb rzeczy- 
wistych, zawartych w pewnym przedziale, np. w przedziale 
(0,1); 6) zbiór liczb będących wyrazami danego ciągu, np. 


ciągu, którego wyraz ogólny a=} Td: 


nara Ró, 


m фен 
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Zbiory mogą być skończone i nieskończone. Zbiór jest 
nieskończony, jeśli zawiera więcej niż n elementów różnych, 
jakkolwiek wielką jest liczba całkowita dodatnia n. Ciąg 
będziemy uważali za zbiór wyrazów tego ciągu; tak, np., 
ciąg a, =(—1)”, zawiera dwie tylko liczby -H1 1—1, 
ale jako ciąg, jest zbiorem nieskończonym wyrazów, z któ- 
rych każdy odpowiada pewnej liczbie szeregu naturalnego 
12; ys ha 

Wśród elementów zbioru skończonego liczb musi być, 
oczywiście, liczba największa i liczba najmniejsza. Nato- 
miast zbiory nieskończone liczb mogą nie zawierać liczby 
najmniejszej (lub największej), Tak, np., śród liczb zbioru 
1, 4, 4, +,..., ky t. j. śród liczb, które są wyrazami ciągu 


an = p niema, oczywiście, liczby najmniejszej. Zbiór liczb 


wymiernych klasy niższej przekroju, wyznaczającego liczbę 
niewymierną, пр. y2, jest zbiorem nie zawierającym liczby 
największej. 

Gdy dany jest zbiór skończony, możemy jego elementy 
policzyć; dla zbioru nieskończonego pojęcie liczebności jest 
niezrozumiałe, gdyż wszystkich elementów jego przeliczyć 
nie można. Jednakowoż istnieje pojęcie ogólniejsze, które 
obejmuje pojęcie liczby dla zbioru skończonego, ale stosuje 
się także i do zbiorów nieskończonych; jest to pojęcie 
„mocy“, а właściwie równej mocy. Aby łatwiej dojść do 
tego pojęcia, zastanówmy się nad tem, co znaczy orzecze- 


„nie, że dwa zbiory skończone zawierają jednakową liczbę 


elementów; to znaczy, że między elementami obu zbiorów 
można ustalić odpowiedniość doskonałą, t. j. taką, że każ- 
demu elementowi pierwszego zbioru odpowiada jeden tylko 
element drugiego zbioru i odwrotnie, każdemu elementowi 
drugiego jeden tylko element pierwszego. Policzyć pewien 
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| 
| zbiór skończony, jest to ustalić odpowiedniość doskonałą 
H między elementami tego zbioru, a elementami zbioru skoń- 
ү czonego, utworzonego z kolejnych liczb szeregu naturalnego, 
ү! dajmy na to od 1 do л, Taką odpowiedniość doskonałą 
19 można ustalić niekiedy między elementami dwóch zbiorów 
|7 nieskończonych; mówimy wtedy, że są jednakowej „тосу“. 
| Określenie. Dwa zbiory są równej „mocy“, kiedy mię- 
dzy ich elementami można ustalić odpowiedniość doskonałą. 
Dwa zbiory równej mocy z trzecim są, oczywiście, 
także równej mocy (przechodniość). 
| Przykłady. Porównajmy dwa następujące zbiory liczb: 
| | 2, 3, (8) 
|. PA. Н U АЙС л (9) 
Są one równej mocy; każdej liczbie m zbioru (8) od- 
powiada liczba 2m zbioru (9), każdej zaś liczbie m zbioru 


9) odpowiada liczba & zbioru (8). Są one więc jednako- 
7 Ј 


wej mocy, chociaż pierwszy zbiór składa się ze wszystkich 
liczb całkowitych dodatnich, a zbiór drugi zawiera tylko 
liczby parzyste, czyli liczby drugiego zbioru stanowią 
tylko część liczb zbioru pierwszego. 

Jednakowej mocy są np. dwa następujące zbiory: zbiór 
| liczb rzeczywistych przedziału (0,1) i zbiór liczb rzeczywis- 
| tych przedziału (а, b); w rzeczy samej, jeśli 2 jest dowolną 
| liczbą pierwszego zbioru, 1. j. liczbą spełniającą warunek 
| | 0<1< 1, а y dowolną liczbą drugiego zbioru, 4. j. speł- 

niającą warunek a< y < 0, to odpowiedniość doskonałą 

między liczbami 2 і y ustalimy np. przy pomocy wzoru 
y=a--(b— а).2. . 

| 34. Zbiory przeliczalne. Najprostszym zbiorem nie- 

| skończonym jest zbiór liczb całkowitych dodatnich, który 

dany jest nam w postaci ciągu naturalnego: 1, 2, 3,..:, %,... 

Każdy zbiór, jednakowej z nim mocy, nazywamy prze- 
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liczalnym. Zbiór (Z) jest więc przeliczalny, jeśli można 
ustalić między jego elementami a liczbami ciągu natural- 
nego odpowiedniość doskonałą, wskutek czego każdy ele- 
ment a zbioru (Z) odpowiada pewnej liczbie ciągu natu- 
ralnego i, odwrotnie, każdej liczbie n ciągu naturalnego 
jest podporządkowany pewien element a naszego zbioru 
(Z); ten element możemy oznaczyć przez а,; tak więc 
element, odpowiadający liczbie 1 będzie a,, element, od- 
powiadający liczbie 2, będzie a, i t. d. Zbiór jest więc 
przeliczalny, jeżeli można jego elementy ponumerować, 
czyli z elementów jego utworzyć ciąg, tak, by żaden ele- 
ment nie został opuszczony, t. j. nie został bez wskaźnika. 
Każdy ciąg jest przykładem zbioru przeliczalnego i, od- 
wrotnie, zbiór jest przeliczalny, jeżeli z jego elementów 
można utworzyć ciąg, tak by każdy element zbioru miał 
swoje określone w nim miejsce (wskaźnik). 

Stąd wynika, że zbiór, utworzony z połączenia ele- 
mentów dwóch zbiorów przeliczalnych, jest także przeli- 
czalny; albowiem jeśli мү, to, Ugy., Uns. oznaczają ele- 
menty pierwszego zbioru, a ùi, 05, %5,..., Unj.. elementy 
drugiego zbioru, to możemy zbiór, powstały z połączenia 
elementów tych dwóch zbiorów, napisać w postaci t4, 0;, 
Ug, Ugyes Um Vn,..., tak iż element u, jest poporządkowany 
liczbie 2n — 1 ciągu naturalnego, а о, liczbie 2n. Taki 
sam wynik otrzymalibyśmy dła trzech, czterech, i, wogóle, 
dla skończonej liczbu ciągów, tak iż zbiór, który powstaje 
przez połączenie elementów skończonej liczby zbiorów prze- 
liczałlnych, jest przeliczalny. Co więcej, zbiór, który po- 
wstaje przez połączenie w jeden zbiór przeliczalnej liczby 
zbiorów przeliczalnych, jest przeliczalny; wygodnie nam 
będzie przy dowodzie tego twierdzenia używać dwóch 
wskaźników; pierwszy będzie oznaczał, do którego zbioru 
dany wyraz należy, a drugi wskażnik będzie oznaczał 
miejsce tego wyrazu w odpowiednim ciągu; np., wyraz 
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up,» będzie należał do zbioru o numerze p i będzie zaj- 
mował w tym zbiorze, ustawionym w ciąg, miejsce Ж. 
Napiszmy po kolei dane zbiory, w pierwszym wierszu 
pierwszy, w drugim drugi i t. d. 
а a 20553 ЗАБ 

Изууу 355 (зз) Из, 45---5 ЧӘ, 

Ил Аа; "Швуву Ма, 9). 

E ШЕВ... 

53159 U5, k— dj 

By podporządkować wyrazy tej tablicy kolejnym licz- 
bom ciągu naturalnego, wystarczy ustawić je w następu- 
jącym porządku: 

Ui; 01,95 Мо; W1,8) Чоо; Ug1; Uia; Чов; 03,9; И4,15...5 
pierwsze miejsce zajmuje wyraz, dla którego suma wskaź- 
ników p--q=2, następuje grupa dwóch wyrazów, dla 
których p--q=3, potem grupa wyrazów, dla których 
p+gq=4, i t.d; w każdej zaś grupie porządkujemy wy- 
razy według rosnących wskaźników pierwszych. Łatwo 
stwierdzić, że wyraz u, œ zajmuje w tylko co napisanym 
ciągu miejsce n=4 (р-- k — 1)(p--k) —k+-1. 

Ciąg o dwóch wskaźnikach nazywa się ciągiem po- 
dwójnym; w ciągu podwójnym każdy wyraz шь, jest wy- 
znaczony przez parę liczb całkowitych dodatnich p, k; 
tylko co podany dowód polegał właściwie na ustaleniu 
odpowiedniości doskonałej między parami liczb p, ki licz- 
bami ciągu naturalnego. Można więc poprzednio otrzymany 
wynik wypowiedzieć jeszcze w sposób następujący: zbiór 
wszystkich par liczb całkowitych dodatnich p, k jest prze- 
liczalny; mamy tu przykład zbioru, którego elementem nie 
jest liczba, lecz para liczb. 

Możemy w ten sam sposób rozważać zbiór, utworzony 
ze wszystkich trójek liczb całkowitych dodatnich p, k, ł 
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lub, co na jedno wychodzi, ciągi potrójne, t. j. o trzech 
wskaźnikach; wyrazem ogólnym takiego ciągu będzie w5, v,i 
Zbiór w ten sposób określony będzie przeliczalny. To samo 
się stosuje do ciągów o dowolnej, byle skończonej liczbie 
wskaźników. 

Każdy zbiór nieskończony, który. jest częścią zbioru 
przeliczalnego, sam jest przeliczalny. Zakładamy, że (Z) 
jest zbiorem przeliczalnym, a każdy element zbioru nie- 
skończonego (Z,) należy do (Z); elementy zbioru (Z) mo- 
żemy przedstawić w postaci ciągu 

Фу; Абау tlg A МИЕ 

Niech un oznacza pierwszy z kolei wyraz tego ciągu, 
należący do (Z,), n drugi z kolei, %,, trzeci z kolei i t. d.; 
oczywiście 2; Cne Cn; <...; CiĄg Wy, Un, Чп... WyCZET- 
puje wszystkie elementy zbioru (Z4); zbiór (Z,) jest więc 
przeliczalny. 

Wniosek. Zbiór wszystkich liczb wymiernych jest 
przeliczalny. 

Możemy się ograniczyć do liczb wymiernych dodatnich; 


każda taka liczba jest kształtu Z” па А ZSO, 


m == 1, 2, 8,..., a zbiór wszystkich liczb powyższego kształtu 
jest tej samej mocy, co i zbiór wszystkich par liczb, t. j. 
jest przeliczalny. Każda liczba wymierna dodatnia zajmuje 
określone miejsce w ciągu liczb: 


1 NE ЖУ! 2-8 Mood a | ЖЕ: 
10-87 II DI 27.7%: BI этно 799 


Możemy z powyższego ciągu usunąć wszystkie ułamki 
skracalne, a zostawić tylko nieprzywiedlne (t. j. nieskra- 
calne), otrzymamy ciąg: 

1, $, t 2, % 3, b % $, 4, Ъз» 
utworzony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich; 
zbiór ten jest częścią poprzedniego, a więc także przeli- 
czalny. Liczby wymierne ujemne tworzą taki sam ciąg 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 5 


усаа ZET Z ДИКТ TWE EZ ZZ TODT мылы ЛГ DO CZA 
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— 1 —4 —2 — 4 —3, — +4, — 8, — 8. —4, —4,.. 
Stąd już prosty wniosek, że zbiór wszystkich liczb wy- 
miernych jest przeliczalny. 


35. Zbiory nieprzeliczalne. 

Zjawia się teraz pytanie, czy wszystkie zbiory nieskoń- 
czone są przeliczalne. Odpowiedź na to pytanie jest prze- 
cząca. Nieprzeliczalnym np. jest zbiór wszystkich liczb 
rzeczywistych przedziału (a, 0), czyli punktów odcinka. 
Ponieważ zbiór wszystkich liczb rzeczywistych dowolnego 
przedziału (a, b) jest tej samej mocy, co, np. zbiór liczb 
przedziału (0,1), to możemy poprzestać przy dowodzie na 
przedziale (0, 1). Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. 
Przypuszczamy, że zbiór liczb przedziału (0,1) jest przeli- 
czalny; niech и, oznacza tę liczbę przedziału (0,1), która 
odpowiada liczbie v; w takim razie ciąg 

tg; tlg, Wsz» Ийан Ua, A. (10) 
wyczerpuje wszystkie liczby przedziału (0, 1), t. j., jeżeli 
0<`ж< 1, to istnieje wskaźnik k taki, że 2 == иу. Liczby 
przedziału (0), 1) są więc uporządkowane dwoma sposobami, 
według wielkości i według kolejności w ciągu; według wiel- 
kości 2 poprzedza y, jeżeli 2 < у; według kolejności w ciągu 
2 poprzedza y, jeżeli £= ur, ay=u i k<l. Niech Ung ozna- 
cza pierwszy z kolei wyraz naszego ciągu, zawarty co do wiel- 
kości między u, i us; niech będzie, np., u, < #,, tak, iż 
ш <и <U; wyrazy, których wskaźniki są mniejsze od 
mą, znajdują się poza przedziałem (u,, u). Niech un, ozna- 
cza pierwszy z kolei wyraz ciągu (10), zawarty między 
Ung і U, tak, iż п, 273; u Cu, < Uss wyrazy, których 
wskaźniki są mniejsze od m, znajdują się poza przedzia- 
łem (ung, “,). Niech и, oznacza pierwszy z kolei wyraz 
ciągu po wyrazie Un, zawarty co do wielkości liczbowej 
między dwoma poprzedniemi, t. j. między ung i ung, tak, iż 
N, >Ni; Ung C Ung Cu; wyrazy, których wskaźniki są 
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mniejsze od ль znajdują się poza przedziałem (ung, u,,). W ten 
sam sposób określamy %,,, un i t. d. Tak więc un, ozna- 
cza pierwszy z kolei numerów wyraz ciągu (10), następu- 
jący po wyrazie u„,., i zawarty co do wielkości między 
"һу і Ча, o; tak, iż т>ть-1, a jednocześnie: 


Uny Ча, Ча, g UDO Un, LU <и, 


zależnie od tego, czy k jest liczbą parzystą czy nieparzystą. 
Taka liczba u», istnieje, gdyż między liczbami un, į i uu 
jest nieskończenie wiele liczb i każda z nich ma wskaźnik 
większy od м, 1; liczby, których wskaźniki są mniejsze 
ой nz, znajdują się wszystkie poza przedziałem (n, _ o5 Un,_,): 
Liczby шә, Una; tg, Unes Una... tworzą ciąg nieskończony 
malejący, liczby Zaś 21, Ung, Ung, Uns., Ung: CIĄg TOS- 
nący. Ciągi te zmierzają do granicy, gdyż są monotoniczne 
i ograniczone od góry i od dołu; niech y oznacza granicę 
pierwszego ciągu, z granicę drugiego; ponieważ każda liczba 
pierwszego ciągu jest większa od każdej liczby drugiego 
ciągu, to z< у. Liczba г należy do przedziału (0,1), a więc 
powinna należeć i do ciągu (10); niech np. z= up. Ponie- 
waż wskaźniki nx rosną nieograniczenie, więc, о ile ķ jest 
dostatecznie wielkie, to m„>p; z dwóch wyrazów ciągu 
o wskażnikach n+ i 2241 jeden należy do ciągu rosnącego, 
drugi do ciągu malejącego, tak, iż liczba г czyli u, jest za- 
warta między liczbami w,, i Unggas lecz jest to niemożliwe, 
gdyż wszystkie liczby, których wskaźniki są mniejsze od nx 
(a właśnie р< ть), są zawarte zewnątrz przedziału (un, Uny) 


Doszliśmy więc do sprzeczności. Zbiór liczb przedziału 


(0, 1) nie jest przeliczalny. 

Ponieważ zbiór liczb przedziału (0, 1) nie jest przeli- 
czalny, więc mamy możność przyjęcia tego zbioru jako 
pierwowzoru zbiorów mocy różnej od mocy ciągu natural- 
nego liczb. Każdy zbiór tej samej mocy, co zbiór liczb 
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przedziału (0,1), będziemy nazywali zbiorem mocy conti- 
nuum. A więc zbiór wszystkich liczb rzeczywistych do- 
wolnego przedziału (a,b) jest mocy continuum; tak samo 
zbiór wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich i ujemnych. 
Zbiór mocy continuum otrzymamy także, usuwając ze 
zbioru Æ mocy continuum przeliczalną mnogość elemen- 
tów; pozostałość stanowi zbiór Æ’, który oczywiście nie 
może być przeliczalnym, gdyż dwa zbiory przeliczalne, 
dodane do siebie, nie mogą dać zbioru nieprzeliczalnego Æ. 
Jednakowoż nie można stąd jeszcze wnioskować, że mno- 
gość Æ’ jest mocy continuum; wniosek taki byłby słuszny, 
gdybyśmy umieli udowodnić, że każdy zbiór liczb jest 
bądź przeliczalny, bądź mocy continuum; ponieważ udo- 
wodnić tego nie umiemy, więc należy dowód nasz oprzeć 
bezpośrednio na możności ustalenia odpowiedniości dos- 
konałej między elementami zbioru Æ’ і zbioru mocy con- 
tinuum,. Zauważmy przedewszystkiem, iż z każdego zbioru 
nieskończonego możemy wydzielić nieskończoną liczbę ele- 
mentów, stanowiących zbiór przeliczalny, (nawet tak, by 
pozostały zbiór był także nieskończony). Jeżeli bowiem 
jakiś zbiór Æ jest nieskończony, to na zasadzie określenia, 
zawiera więcej niż n elementów, gdzie v jest dowolną liczbą 
całkowitą dodatnią; usunąwszy ze zbioru Æ elementy %,, 1з, 
Ug,..., Un nie wyczerpiemy zbioru Æ, czyli pozostanie w Æ 
przynajmniej jeden element, który nazwiemy 0.1, Usu- 
nąwszy „ы, pozostanie w Æ znowu przynajmniej jeden 
element „ә i t. d. Tak więc przeliczalny zbiór elemen- 
tów, stanowiących ciąg nieskończony мү, Uo, U3,..., Une- 
jest składową częścią zbioru Æ. Gdybyśmy usunęli z Æ 
przeliczalną mnogość elementów u;, 05, 0;,... Use... tO 
z pewnością pozostanie w Æ nieskończony zbiór elemen- 
tów. Symbolicznie możemy to przedstawić w sposób na- 
stępujący : 

E=D+E, 


- zn 


= 
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gdzie Æ jest zbiór dany, /) zbiór przeliczalny, a X” ozna- 
cza zbiór pozostały po usunięciu ze zbioru Æ elementów, 
należących do zbioru D; czyli inaczej znak -- oznacza, że 
zbiór Æ powstaje przez połączenie zbiorów / i Z" bez ele- 
mentów wspólnych. Ale do Æ możemy zastosować rozkład 
podobny, czyli 
Е'= D'HE"; 

gdzie D’ oznacza znowu zbiór przeliczalny; tak więc 

E=D+(D' ++ Е") =(р4- р) 4-Е" = р" 4 Е", 
gdzie D”, jako suma dwóch mnogości przeliczalnych, jest 
zbiorem przeliczalnym. Między Æ і Æ’ możemy ustanowić 
następującą odpowiedniość doskonałą. Ponieważ 

Е= р" Е", а Е = D'--E", 
więc każdy element zbioru Æ, należący do Æ”, będzie od- 
powiadał samemu sobie, gdyż jest jednocześnie elementem 
drugiego zbioru, czyli FK”; każdy element zbioru Æ, nie na- 
leżący do Æ”, należy do Г” i jako taki będzie odpowiadał 
pewnemu elementowi zbioru D’, równej z nim mocy, przy- 
czem ta odpowiedniość będzie też doskonałą. 

Jeżeli z mnogości mocy continuum usuniemy skoń- 
czoną * albo przeliczalną mnogość elementów, otrzymamy 
nowy zbiór także mocy continuum. 

Łącząc ze sobą razem elementy skończonej liczby zbio- 
rów mocy continuum, otrzymamy nowy zbiór także mocy 
continuum. Możemy bowiem podporządkować elementy 
pierwszego zbioru liczbom przedziału (0, 1), elementy dru- 
giego zbioru liczbom przedziału (1, 2) elementy trzeciego 
zbioru liczbom przedziału (2,3) i t. d., wreszcie elementy 


* Zbiór wszystkich liczb przedziału (0, 1) i zbiór wszystkich liczb 
tegoż przedziału bez liczby 0, np., są tej samej mocy. Niech Æ ozna- 
cza pierwszy, Е’ drugi zbiór. KF = D + Е", E = Р + Е", gdzie D 
jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, а Г’ oznacza zbiór D więcej 
jeden element 0. Fi Ё' są więc tej samej mocy. 
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ostatniego, dajmy na to n**© zbioru, liczbom przedziału 
(n— 1,2), w takim razie mnogość, utworzona z połączenia 
elementów tych wszystkich mnogości, * jest podporządko- 
wana liczbom przedziału (0, n), a więc mnogość ta jest mocy 
continuum. Niech » rośnie do nieskończoności; z jednej 
strony -otrzymamy wtedy zbiór Æ, powstały z połączenia 
elementów nieskończonej przeliczalnej mnogości zbiorów 
mocy continuum F = Е, | Е,-- Е, +... -H En +-..., z dru- 
giej zaś strony otrzymamy podporządkowany zbiorowi Æ 
zbiór wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich; ten zbiór 
jest mocy continuum, a więc także i zbiór Æ. 


Łącząc w jeden zbiór elementy nieskończonej przeli- 
czalnej mnogości zbiorów mocy continuum, otrzymamy 
nowy zbiór także mocy continuum. 

Zbiór mocy continuum otrzymamy, dodając nieprze- 
liczalną mnogość zbiorów, mocy continuum każda; pod 
mnogością nieprzeliczalną rozumiemy tutaj mnogość mocy 
continuum. Jest to słynne twierdzenie Cantora. Można 
temu twierdzeniu dać następujące brzmienie: zbiór wszyst- 
kich par liczb z,y, gdzie 0< ж<110<у< 1, jest mocy 
continuum, czyli zbiór wszystkich takich par liczbowych 
można podporządkować w sposób doskonały liczbom prze- 
działu (0,1). Parę liczbową z,y nazywamy punktem na 
płaszczyźnie, przyczem © і y nazywamy spółrzędnemi od- 
powiadającego punktu. Zbiór punktów, których spółrzędne 
c,y czynią zadość warunkom 0<r<1, 0<y<1, sta- 
nowi kwadrat; a więc zbiór punktow kwadratu jest tej 
samej mocy, co zbiór punktów odcinka, np., jednego z bo- 
ków tego kwadratu. ** 


* Patrz uwagę poprzednią. 
** Dla dowodu odsyłamy do dzieł, poświęconych teorji mnogości; 
patrz, np. „Zarys teorji mnogości* W, Sierpińskiego. 
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Punkty skupienia. 


39. Pojęcie mocy oparte jest na pojęciu zbioru i od- 
powiedniości; nie zależy więc od natury elementów zbioru, 
czyli może być zastosowane do jakichkolwiek zbiorów; 
tak, np., zbiór punktów może być jednakowej mocy ze 
zbiorem funkcyj pewnej klasy it. p. Jeśli mowa była po- 
przednio zawsze o zbiorach, utworzonych z liczb, to dla 
tego jedynie, że te mnogości właśnie są podstawą wszyst- 
kich naszych dalszych rozważań. Rozważania następnych 
rozdziałów, przeciwnie, są ściśle związane z naturą ele- 
mentów zbioru. Naprzód mowa będzie o zbiorach, utwo- 


-rzonych z liczb rzeczywistych, lub, jak inaczej powiemy, 


z punktów na prostej; następnie zajmiemy się zbiorami, 
których elementy stanowią pary liczbowe, czyli punkty na 
płaszczyźnie, trójki liczbowe, czyli punkty przestrzeni it, d. 


37. Zbiory utworzone z liczb rzeczywistych, czyli ebiory 
punktowe linjowe. Otoczenie punktu. Punkt skupienia. 

Otoczeniem punktu (liczby) a nazywamy zbiór (punk- 
tów) liczb rzeczywistych 2, spełniających warunek 

ac<a--e lub a—se<a<a 

gdzie e jest dowolnie małą liczbą całkowitą dodatnią; in-. 
nemi słowy otoczeniem punktu a nazywa się przedział 
(а —є, a--e), przyczem sam punkt a do otoczenia nie 
należy, czyli punkt a z tego przedziału usuwamy. Nieraz 
wygodnie jest odróżnić zbiór punktów «x, spełniających 
warunek a — =: 2 Ka, od zbioru punktów 2, określonych 
przez а< 2 < а =; pierwszy z tych dwóch przedziałów 
nazywamy otoczeniem lewostronnem, drugi — otoczeniem 
prawostronnem. 

Punkt a nazywamy punktem skupienia zbioru (Z), 
jeżeli istnieją punkty 2, tego zbioru, spełniające warunek 
a—e<au;<a lub a<a.Ca-e, jakkolwiek małą jest 
liczba dodatnia ғ. W takim razie w otoczeniu punktu a 
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mamy nieskończenie wiele punktów zbioru (2); w rzeczy 
samej, gdyby w przedziale (а — £, a--e) znajdowała się 
tylko skończona liczba punktów zbioru (Z), to można 
byłoby, oczywiście, wyznaczyć taką liczbę dodatnią e”, by 


nie było ani jednego punktu v., spełniającego warunek І 
a—e' < 2, «а пра < 2. < а-| е, Można więc poprzednie | 
określenie zastąpić następującem: punktem skupienia zbioru № 


(Z) nazywamy każdy punkt, w dowolnie małem otoczeniu 
którego znajduje się nieskończenie wiele punktów zbioru 

(Z); to określenie punktu skupienia możemy rozszerzyć, 
biorąc w ostatniem określeniu „otoczenie" w znaczeniu | 
„в®егзхеш“, t, j. zaliczając sam punkt do owego otoczenia, | 

Takie rozszerzenie jest niezbędne, jeżeli nieskończenie wiele 7 | 
elementów zbioru (2) są liczbami równemi, co może mieć | 
miejsce, gdy elementem zbioru są wyrazy ciągu (patrz ni- | 

żej „uwaga*). Jeżeli więc nieskończenie wiele elementów 
zbioru (Z) równa się liczbie a, to na zasadzie tej dodatko- | 

wej umowy liczba a będzie punktem skupienia. | 
Punkt skupienia może do zbioru (2) należeć, ałe także 

może do zbioru (2) nie należeć. Punkt skupienia jest natu- 
ralnem uogólnieniem pojęcia granicy, dlatego też punkty i 
skupienia nazywamy czasem punktami granicznemi. W do- 
wolnie małem otoczeniu granicy muszą znajdować się „pra- 

wie“ wszystkie punkty zbioru (Z), t. j. wszystkie punkty z wy- 
jątkiem skończonej liczby; w dowolnie zaś małem otoczeniu 
punktu skupienia musi się znajdować nieskończenie wiele 
punktów zbioru (Z), ale niekoniecznie „prawie* wszystkie. 
Tak, np. jeżeli zbiór (Z) jest ciągiem, to punkt a będzie 
punktem skupienia, jeżeli w dowolnie małem otoczeniu 
punktu a znajduje się nieskończenie wiele punktów ciągu 

o wskaźnikach np. parzystych, gdy tymczasem punkty ciągu 

(Z) o wskaźnikach nieparzystych mogą do otoczenia punktu a 

` wcale nie należeć; jasna rzecz, że taki punkt a, choć jest punk- | 
tem skupienia, nie jest granicą. Tak, np. zbiór punktów (liczb) 
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ciągu: IE — 1)зїп* = +sin* z (в — 1) | czyli ciągu 
0, 4, 3, 4, +, 4,... posiada punkt skupienia 0, gdyż w do- 
wolnie małem otoczeniu tego punktu znajduje się nie- 
skończenie wiele punktów zbioru, mianowicie „prawie* 
wszystkie punkty o wskaźnikach parzystych; zero jednak 
granicą tego ciągu nie jest. Punkt 1 jest także punktem 
skupienia powyższego ciągu, gdyż w dowolnie małem oto- 
czeniu punktu 1 znajdują się „prawie* wszystkie punkty 
o wskaźnikach nieparzystych. Punkt skupienia 0 do zbioru 
należy, natomiast punkt skupienia 1 do zbioru nie należy. 
Z tego zestawienia pojęć granicy i punktu skupienia wy- 
nika, że granica zawsze jest punktem skupienia, punkt 
skupienia natomiast może nie być granicą. Punkt skupie- 
nia rozszerza więc pojęcie granicy. Jak widzieliśmy na 
przytoczonym tylko co przykładzie, zbiór może posiadać 
więcej niż jeden punkt skupienia, gdy tymczasem granica, 
jak wiemy, może być tylko jedna. 

Przykłady: 1) Zbiór wyrazów ciągu podwójnego: 


siada nieskończenie wiele punktów skupienia, mianowicie 


і e i 1 ? 
punktami skupienia są wszystkie punkty cd gdzie п = 1, 


2, 3,... i punkt 0. Punkty skupienia danego zbioru tworzą 
nowy zbiór nieskończony; taki zbiór nazywa się zbiorem 
pochodnym. Punktem skupienia tego zbioru pochodnego 
jest tu punkt 0. z 


à 2) Zbiór wyrazów ciągu podwójnego an, m = — + — 


(gdzie n =1, 2, 3,...; m=1, 2, 3,...); zbiór ten jest prze- 
liczalny; możemy пр. wypisać jego wyrazy według nastę- 
pującego łatwego do uchwycenia prawa: 14-4, 1-L4, 1——1 


1 
1 de SR | пы ху т А С ЕЕ Шоу! 1 ul. @— к^ ше её Р 
5+5, 1 5 Р 1 05021 8 ЛЛ 6579780038 ЛЕД 
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464 ЗЧ 14,364, 4-4, 1-+4,... Punk- 


1 
tami skupienia są punkty: 0, 1, 4, м o SETY ; tworzą 


one mnogość pochodną; ta mnogość pochodna ma jeden 
tylko punkt skupienia, mianowicie punkt 0. 

3) Zbiór wszystkich liczb wymiernych przedziału (0, 1). 
Zbiór ten jest przeliczalny. Punktami skupienia są wszyst- 
kie liczby rzeczywiste (wymierne i niewymierne) przedziału 
(0,1); w rzeczy samej, w dowolnie małem otoczeniu każ- 
dego punktu przedziału (0,1) znajduje się nieskończenie 
wiele liczb wymiernych. Mnogość pochodna utworzona jest 
ze wszystkich punktów przedziału (0,1), jest więc mocy 
continuum. 

4) Zbiór utworzońy ze wszystkich wyrazów ciągu 
аһ==(—- 1)"; zbiór ten posiada dwa punkty skupienia -- 1 
i —1. 

Uwaga. Przykład ten pokazuje, że należy odróżniać 
zbiór, utworzony z wyrazów ciągu, od zbioru wartości licz- 
bowych tego ciągu. Tak, np., zbiór, którego elementami 
są wyrazy ciągu а, = (— 1)", jest zbiorem nieskończonym, 
gdyż zawiera nieskończenie wiele różnych elementów; tak, 
np., element a, jest różny od elementu a,, chociaż wartość 
liczbowa jest jednakowa, równa jedności. Tymczasem zbiór, 
którego elementami są wartości liczbowe danego ciągu, jest 
zbiorem skończonym, gdyż zawiera dwa tylko elementy 
--1i —1. Pochodzi to stąd, że wyrazy ciągu różnią się 
miejscem, które zajmują, tak, iż dwa wyrazy, mające różne 
wskażniki, stanowią dwa elementy różne, chociażby ich 
wartości liczbowa były jednakowe. 

38. Każdy punkt a zbioru (Z), który nie jest zarazem 
punktem skupienia, nazywamy punktem odosobnionym. 
Jeżeli punkt a nie jest punktem skupienia zbioru (Z), to 
istnieje takie otoczenie* punktu a, które nie zawiera żadnego 


* „Otoczenie“ w znaczeniu węższem. 


ya WZ 
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punktu zbioru (Z); jeżeli np. zbiór (Z) składa się z liczb, 
to można znaleźć taką liczbę dodatnią e, iż żadna z liczb 
2, spełniających warunek a<x1<a--e lub a —E<T<Ka, 
nie należy do (Z). Odwrotnie, jeżeli można znaleźć taki 
przedział (a — e, a++ є), wewnątrz którego jest tylko skoń- 
czona liczba punktów (elementów), należących do zbioru 
(Z), to punkt a, oczywiście, jest punktem odosobnionym. 

Zbiór, złożony z samych tylko punktów odosobnionych, 
jest przeliczalny; takim np. jest zbiór 1, 4, $,..., ЕЕ Ро- 
nieważ różne elementy zbioru (Z) mogą być równemi licz- 
bami, weżmy pod uwagę zbiór (4). utworzony ze wszystkich 
różnych liczb zbioru (Z). Każdej liczbie a zbioru (А) możemy 
podporządkować pewien przedział б„, wewnątrz którego 
znajduje się jedna tylko liczba a zbioru (4). W ten sposób 
ustalimy odpowiedniość doskonałą między liczbami a zbioru 
(4) i przedziałami ô, pewnego zbioru przedziałów na pros- 
tej. Możemy przyjąć, iż dwa jakiekolwiek nasze przedziały 
Ôa i 6, nie mają żadnego punktu wspólnego. Wystarczy 
więc udowodnić, że zbiór naszych przedziałów jest przeli- 
czalny. Tez pośród naszych przedziałów ôa, które stano- 
wią odcinek większy od % lub równy h, (co oznaczać bę- 
dżiemy przez a> h, gdzie й jest zupełnie dowolne >0), 
tworzą zbiór Æ przeliczalny; gdyż w przedziale (— n, + n) 
h 
numerowania ich wystarczy skończona liczba wskaźników; 
ponieważ każdy przedział ô, będzie się mieścił w odcinku 
(—n, +n), o ile m dostatecznie wielkie, więc, każdy prze- 
dział ба > Йй będzie podporządkowany pewnemu numerowi 
k, co dowodzi przeliczalności odpowiedniego zbioru Æ. Po- 
nieważ każdy przedział б„ będzie spełniał warunek ӧ, > h, 
o ile Z jest dostatecznie małe, więc wystarczy wziąć pod 
uwagę, dajmy na to, ciąg malejący wartości h=1, А = +. 


takich przedziałów ô, mamy najwyżej —, a więc dla po- 
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h=4,.., h=L. i t. d. Te z pośród odcinków ô., które 


spełniają warunek 6,> 1, stanowią zbiór przeliczalny £,; 
te, które spełniają warunek 1 2 д, > 4, stanowią zbiór prze- 
liczalny 2,,...; te, które spełniają warunek a> >>:05> j 
stanowią zbiór przeliczalny Æ», i t. d. 

Zbiór wszystkich odcinków 5, stanowi zbiór Æ, + Æ, —- 
HE; -H Ent.. t. j. sumę zbiorów poszczególnych Ё,› 
Ezy. Eme. 1 t. аз a więc, jako suma przeliczalnej liczby 
zbiorów przeliczalnych, jest zbiorem przeliczalnym. Tak 
więc zbiór (4) jest przeliczalny, skąd wynika, że i zbiór 
(Z) jest także przeliczalny, albowiem każdej liczbie a zbioru 
(А) odpowiada najwyżej skończona liczba elementów 
zbioru (Z). 

39. Punkty skupienia zbioru (Z) tworzą nowy zbiór, 
który nazywamy zbiorem pochodnym i oznaczać będziemy 
przez (Z). Zbiór pochodny (Z) może zawierać nieskoń- 
czenie wiele elementów i posiadać także swoje punkty 
skupienia, które tworzą zbiór pochodny zbioru pochodnego, 
czyli zbiór pochodny drugiego rzędu (2), i t. d. 

Jeżeli zbiory (Z) i (7) nie mają żadnego punktu 
(elementu) wspólnego, to zbiór Z nazywa się zbiorem od- 
osobnionym, gdyż, jak łatwo sprawdzić, składa się tylko 
z punktów odosobnionych. 

Jeżeli każdy punkt zbioru (Z) jest jednocześnie punk- 
tem zbioru (Z), t. j. należy do (Z), to zbiór (Z) nazywa 
się zamknięty albo domknięty. Wszystkie punkty skupienia 
zbioru domkniętego należą do tegoż zbioru. 

‚ Jeżeli każdy punkt zbioru (Z) należy do zbioru po- 
chodnego (Z), to zbiór (Z) nazywa się gęsty w sobie;* 
każdy punkt takiego zbioru jest zarazem punktem skupie- 


*) Od pojęcia zbioru gęstego w sobie należy odróżniać pojęcie 
zbioru gęstego w przedziale (m,n). Zbiór punktów, należących do 


э w 
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nia; zbiór gęsty w sobie nie zawiera wcąle punktów od- 
osobnionych. 

Jeżeli każdy punkt zbioru (Z) należy do (2 i od- 
wrotnie, każdy punkt zbioru (7) należy do (Z), t.j. jeżeli 
zbiór jest domknięty i gęsty w sobie, to nazywa się dosko- 
nałym. Zbiory (2) i (2') są wtedy identyczne. 

Preykłady. Zbiór 1, 4, 4, $,- =. 
knięty, gdyż liczba 0 należy do (Z), ale nie należy do (2). 
Zbiór 0, 1, +, 4;..., 
ten nie jest gęsty w sobie. 


< mie jest dom- 


э natomiast jest domknięty. Zbiór 

Zbiór wszystkich liczb wymiernych przedziału (0. 1) 
jest gęsty w sobie, natomiast nie jest zamknięty, gdyż (27), 
zawiera wszystkie liczby (wymierne i niewymierne) prze- 
działu (0, 1). 

Zbiór wszystkich liczb «© przedziału (0, 1), t. j. wszyst- 
kich liczb, spełniających warunek 0< 2 < 1, jest dosko- 
nały; natomiast zbiór wszystkich liczb 2, spełniających 
warunek a<% <b, nie jest zbiorem doskonałym, gdyż nie 
jest domknięty, albowiem punkty a і b należą do (Z), 
a nie do (Z); taki zbiór punktów będziemy nazywali prze- 
działem niewłaściwym; przedziałem. niewłaściwym będzie- 
my nazywać także przedziały а < 2 <0 і а< 2 < 0, które 


przedziału (m,n) nazywa się gęstym w tym przedziale, jeżeli w każ- 
dym dowolnie małym przedziale; stanowiącym część przedziału (m, n), 
istnieją zawsze punkty, należące do zbioru. Jasna rzecz, że zbiór Z 
gęsty w przedziale (m,n) musi być gęsty w sobie, gdyż z określenia 
zbioru gęstego w (m,n) wynika, że wszystkie punkty przedziału 
(т, т) należą do zbioru pochodnego Z. Odwrotnie, zbiór gęsty w so- 
bie może, oczywiście, nie być gęstym w przedziale (m, n); wystarczy 
dla przykładu wziąć pod uwagę zbiór, otrzymany ze zbioru wszyst- 
kich punktów przedziału (m,n) przez wyjęcie z tego zbioru punktów. 
należących do dowolnego przedziału (с, В), stanowiącego część prze- 
działu (m, n). 


O 


nie są domknięte; dla odróżnienia zaś przedział а < 2 <% 
będziemy nazywali przedziałem właściwym. 


40. Zbiór pochodny jest zbiorem domkniętym. Niech 
(Z) oznacza dowolny zbiór, (2') zbiór pochodny, t. j. zbiór 
wszystkich punktów skupienia zbioru (2); przez a ozna- 
czać będziemy elementy zbioru (Z), przez a elementy 
zbioru (2); niech m będzie punktem skupienią zbioru (77). 

Jakkolwiek małą jest liczba dodatnia e, w przedziale 
(m —e, m--e) mieści się nieskończenie wiele punktów 
zbioru (2); niech a” oznacza jeden z takich punktów; 
ponieważ а’ jako element zbioru (2) jest punktem sku- 
pienia zbioru (Z), więc w przedziale (a — e, a' + є) znaj- 
duje się nieskończenie wiele punktów a. Przedział (a — £, 
a +£) jest całkowicie zawarty wewnątrz przedziału (m— 2e, 
m --2e), a więc w przedziale (m — 2e, m + 2s) mieści się 
także nieskończenie wiele punktów a. Stąd wniosek, że 
punkt m jest punktem skupienia zbioru (4), czyli należy 
do (Z); tak więc każdy punkt skupienia m zbioru (Z/) 
należy do (27). Zbiór (Z) jest domknięty, co trzeba było 
udowodnić. 


Wniosek. Jeżeli zbiór (Z) jest gęsty w sobie, to zbiór 
pochodny (2) jest doskonały. 

Zauważmy przedewszystkiem co następuje: jeżeli zbiór 
(Z) jest częścią zbioru (Æ), to zbiór pochodny (2) jest 
częścią zbioru pochodnego (£'). 

Jeżeli zbiór (Z) jest gęsty w sobie, to wszystkie ele- 
menty zbioru (Z) należą do zbioru pochodnego (Z= Е); 
a więc zbiór Z’ posiada punkty skupienia, które tworzą 
nowy zbiór (Z”); (Z) jest częścią (Z), a więc (Z) jest 
częścią zbioru (Ż”), czyli że zbiór (Z”) jest gęsty; ponie- 
waż jest domknięty, więc jest doskonały, czyli Z = Z”. 


Przykład. Zbiór (Z) wszystkich liczb wymiernych 
przedziału (0,1) jest niedomknięty, ale gęsty; zbiór po- 


“йй... 
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chodny (Z) zawiera wszystkie liczby przedziału (0, 1); jest 
domknięty i gęsty, czyli doskonały. 

41. Zbiór ograniczony. Krańce. Kres górny i dolny. 

Zbiór liczb (punktów) jest ograniczony od góry, jeżeli 
wszystkie jego elementy są liczbami mniejszemi od pewnej 
liczby М (leżą na lewo od punktu M). Zbiór jest ograni- 
czony od dołu, jeśli wszystkie elementy są liczbami, więk- 
szemi od pewnej liczby m. Jeżeli zbiór jest ograniczony 
od góry i od dołu, to muszą istnieć takie dwie liczby m i M, 
iż każdy element 2 zbioru (Z) spełnia warunki m < 2 < M. 
Liczby m i M będziemy nazywali krańcami zbioru ogra- 
niczonego (Z); jeżeli M, > M, m, Cm, to liczby M; i т, 
będą, oczywiście, także krańcami dla zbioru (Z). Jeżeli 
liczby m i M są krańcami, to każdy punkt z zbioru (Z) 
należy do przedziału (т, М), a więc i do przedziału 


(т, М,). 


Stajemy wobec pytania, czy istnieje dla zbioru (Z), 
ograniczonego (od góry i od dołu), najmniejszy przedział, 
wewnątrz którego zawarte są wszystkie liczby zbioru. Jeżeli 
zbiór (Z) zawiera conajmniej dwie liczby różne, to, jasna 
rzecz, przedział (т, М), zawierający zbiór, nie może być 
dowolnie mały. Odpowiedź na powyższe pytanie w sensie 
twierdzącym daje pojęcie kresu górnego K i kresu dolnego 
k. Kresem górnym nazywamy najmniejszą liczbę, od któ- 
rej żadna liczba zbioru (2) nie jest większa; kresem dol- 
nym nazywamy największą liczbę, od której żadna liczba 
zbioru (Z) nie jest mniejsza. 

Kres górny posiada więc dwie następujące własności, 
które tę liczbę X najzupełniej wyznaczają: 

1) Każda liczba 2 zbioru (Z) jest mniejsza albo co- 
najwyżej równa К, czyli x< K dla wszystkich elementów 
zbioru. | 

2) Istnieją elementy zbioru (Z) większe od liczby К — е, 
gdzie e jest dowolnie małą liczbą dodatnią. 
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Pozostaje udowodnić, że taka liczba K istnieje. Mamy 
więc twierdzenie: każdy zbiór, ograniczony od góry, po- 
stada kres górny. 

Dowód przy pomocy przekroju. Do klasy wyższej za- 
liczymy każdą liczbę rzeczywistą, większą od wszystkich 
liczb ж zbioru (Z); do klasy niższej zaliczymy wszystkie 
pozostałe liczby rzeczywiste. Ten podział na klasy jest 
przekrojem, gdyż czyni zadość odpowiednim warunkom; 
żadna klasa nie jest. pusta, gdyż, naprzykład, dowolna 
liczba 2 zbioru (Z) i każda liczba od niej mniejsza należy 
do klasy pierwszej; kraniec górny M, który na mocy za- 
łożenia (zbiór ograniczony od góry) istnieje, należy do 
klasy drugiej. Każda liczba rzeczywista należy bądź do 
klasy pierwszej, bądź do klasy drugiej. Wreszcie każda 
liczba klasy niższej jest mniejsza od każdej liczby: klasy 
wyższej; w rzeczy samej, jeżeli liczba /, należy do klasy 
pierwszej, to istnieje taki element v’ zbioru (Z), iż ły < 2; 
jeżeli 7, należy do klasy wyższej, to z <l, a więc l <l. 
Przekrój ten wyznacza pewną liczbę Æ, która jest albo 
największą liczbę klasy pierwszej, albo najmniejszą klasy 
drugiej. Ta liczba А jest właśnie kresem górnym. W rze- 
czy samej, żadna liczba 2 zbioru (Z) nie może być większa 
od K, bo gdyby 4> А, to c>K--e>K, о ile liczba e 
jest mniejsza od 2 — K; lecz liczba А -|- є, jako większa 
od K należy do klasy wyższej, a więc nierówność 
© > K -s =l, jest niemożliwa, jako sprzeczna z określeniem 
liczb drugiej klasy. Musi więc być z < А; z drugiej strony 
liczba А —e, jako mniejsza od А, należy do klasy pierw- 
szej, z czego wynika, iż istnieją liczby « zbioru (2), speł- 
niające nierówność w > K—s=ļ. A więc liczba К, wy- 
znączona przez nasz przekrój, jest kresem górnym. 

"W podobny sposób można udowodnić twierdzenie: 
jeżeli zbiór (Z) jest ograniczony od dołu, to posiada kres 
dolny k. 


81 


Liczba % jest wyznaczona przez dwie następujące włas- 
mości: 

1) Każda liczba 2 zbioru (Z) jest większa lub conaj- 
mniej równa:k. 

2) Istnieją liczby © zbioru (Z) mniejsze od liczby 
ke, gdzie e jest -źdowolnie małą liczbą dodatnią. 

Dowód zapomocą przekroju. Szczegóły zostawiamy 
czytelnikowi. 

Zapomocą sprowadzenia do sprzeczności łatwo jest 
sprawdzić, że dla danego zbioru, ograniczonego od góry, 
może być tylko jedna liczba K. Tak samo dla zbioru, 
ograniczonego od dołu, kres dolny Ё jest wyznaczony jedno- 
znacznie; gdyby bowiem były dwie liczby / i k,, (przy- . 
czem k == k), spełniające tylko co wyszczególnione wa- 
„runki, to doszlibyśmy do sprzeczności; szczegóły pozosta- 
wiamy również czytelnikowi. 

Przykłady. 1) Zbiór (Z) wszystkich liczb całkowitych 
dodatnich jest ograniczony od dołu, kresem dolnym jest 
liczba jeden, należąca do (Z). Zbiór ten nie jest ograni- 
czony od góry. 

2) Zbiór (Z) wszystkich liczb rzeczywistych (punktów) 
przedziału właściwego (0,1), t. j zbiór wszystkich liczb, 
spełniających warunek (0 < 2 < 1; kresem dolnym jest 0, 
kresem górnym 1; obie te liczby należą również do (Z). 

`3) Zbiór wszystkich liczb ж przedziału niewłaściwego 
0<2< 1; kresem dolnym jest 0, kresem górnym 1, lecz 
kresy k i K nie należą w tym przypadku do (Z). 

4) Zbiór wszystkich liczb niewymiernych przedziału 
(0,1); kresami są również 0 i 1 i nie należą do (Z) 

5) Zbiór wszystkich liczb wymiernych przedziału właś- 
ciwego (0,1); kresami są tu również 0 i 1, lecz należą 
do (Z). : 

6) Zbiór liczb 1, 4, 4,..., ...; kresami są tu liczby 0 
i 1, przyczem K =1 należy do (Z), a = 0 nie należy do (Z). 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 6 
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Z tych przykładów wynika, że kres zbioru (2) może 
do zbioru (Z) należeć, ale może do zbioru nie należeć. \ 

Jeżeli kres k lub K nie należy do zbioru (Z), to musi 
należeć do zbioru pochodnego (2), czyli być punktem sku- 
pienia zbioru. Gdyby bowiem punkt K nie był punktem 
zbioru (Z) ani punktem skupienia tego zbioru, to w dos- 
tatecznie małem otoczeniu punktu Æ nie byłoby ani jed- 
nego punktu zbioru (Z), tak że w przedziale (K—e, K + =) 
nie byłoby ani jednego elementu z zbioru (Z), co jest 
sprzeczne z określeniem kresu Ж. 

Jeżeli k i K są kresami zbioru (Z), to każdy element 
2 zbioru spełnia warunek k < 2 < А, t.j. należy do prze- 
działu. właściwego (k, К). Każda liczba M większa od А 
będzie krańcem górnym zbioru, każda liczba m, mniejsza 
od k będzie krańcem dolnym zbioru. 

Jeżeli k= K, to zbiór (Z) zawiera tylko jedną liczbę; 
jeżeli elementami zbioru (2) są wyrazy pewnego ciągu, to 
wyrazów tych może być nieskończenie wiele, ale w tym 
przypadku wszystkie mają tę samą wartość liczbową. 

Jeżeli zbiór (Z) jest domknięty, i jeżeli posiada kres 
K (ewentualnie *), to kres X (ewentualnie A) należy do 
(Z); w rzeczy samej, stwierdziliśmy przed chwilą, że K, 
o ile nie należy do (2), musi należeć do (2); otóż dla 
zbioru domkniętego każdy element zbioru (2') należy do 
(Z), co dowodzi naszego twierdzenia. 

42. Największa z granic (punktów skupienia), naj- 
mniejsza z granic (punktów skupienia). 

Przypuśćmy, iż dany jest jakiś zbiór liczb rzeczywis- 
tych (punktów) (Z). Zbiór pochodny (Z), о ile nie jest 
pusty, może także posiadać swój kres górny i kres dolny; 
będzie to miało z pewnością miejsce, gdy np. zbiór (Z) 
jest ograniczony od góry albo od dołu, jak się o tem mo- 
żemy przekonać, rozumując przez sprowadzenie do sprzecz- 
ności. ` 
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Przypuśćmy, że (Z) jest ograniczony od góry i od dołu 
i że (Z”) nie jest zbiorem pustym; więc (Z') jest także 
ograniczony, a więc posiada kres górny i kres dolny. 
Niech ( oznacza kres górny zbioru pochodnego (Z) ag 
jego kres dolny. Ponieważ zbiór (Z') jest domknięty, więc G 
і g należą do (2), czyli Œ i g są punktami skupienia zbioru 
(Z). Żadna liczba Z, większa od G, nie może być punktem 
skupienia zbioru (Z); gdyby bowiem />G, to liczba /, 
należąca do zbioru pochodnego (Z”), byłaby większa od 
kresu górnego G tego zbioru (Z”). Tak samo udowodnimy, 
że żadna liczba mniejsza od g nie może być punktem sku- 
pienia zbioru (2). Tak więc G jest największą z granic 
uogólnionych, t. j. punktów skupienia, a g jest najmniejszą 
z granic (punktów skupienia). Wszystkie punkty skupienia 
zbioru (Z) należą więc do przedziału właściwego (g, G) 

Liczba G posiada następujące własności, które ją w zu- 
pełności wyznaczają: 

1) „Prawie* wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo- 
nego od góry) są mniejsze od (74-е, t. j: tylko skończona 
liczba elementów zbioru (Z) przewyższa liczbę Œ- e.“ 

2) Dowolnie małe otoczenie punktu G zawiera nieskoń- 
czenie wiele elementów zbioru (Z), t. j. nieskończenie 
wiele liczb zbioru (Z) jest większych od i — е, jakkolwiek 
małą jest liczba dodatnia e. 

Jeżeli istnieje liczba G, spełniająca powyższe dwa wa- 
runki, to, popierwsze, zbiór (Z) jest ograniczony od góry; 


* Gdyby bowiem było nieskończenie wiele elementów zbioru (Z), 
większych od G-++:, to w przedziale (G+:, K) musiałoby зів znajdo- 
wać nieskończenie wiele elementów zbioru, a więc, na mocy twier- 
dzenia 1. 43, musiałby istnieć punkt skupienia, który, naturalnie, byłby 


większy od G, wbrew założeniu. 


6* 
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powtóre G jest punktem skupienia zbioru (2); potrzecie 
@ == ©, t. j. G jest największą z granic. 
Liczba g posiada następujące dwie własności, które ją 


w zupełności wyznaczają: 

1) „Prawie* wszystkie elementy zbioru (2) (ograniczo- 
nego od dołu) są większe od g — £, t. j. tylko skończona liczba 
elementów zbioru (Z) jest mniejsza ой g— e. 

2) Dowolnie małe otoczenie punktu g zawiera nieskoń- 
czenie wiele elementów zbioru (2), a więc jest nie- 
skończenie wiele elementów zbioru (Z) mniejszych od g Fs, 
jakkolwiek małą jest liczba dodatnia e. 

Jeżeli istnieje liczba g, spełniająca powyższe dwa wa- 
runki, to popierwsze zbiór (2) jest ograniczony od dołu; 
powtóre g jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie 
g =g, t. j. g jest najmniejszą z granic. 

Liczby g i G są wyznaczone przez powyższe warunki 
jednoznacznie; dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. 

Jeżeli zbiór (Z) nie jest ograniczony od góry, to niema, 
oczywiście, takiej liczby G, gdyż z dwóch warunków, okreś- 
lających liczbę G, pierwszy nie może być spełniony. 

Jeżeli zbiór (Z) nie jest ograniczony od dołu, to niema, 
oczywiście, takiej liczby g, gdyż z dwóch warunków, okreś- 
lających liczbę g, pierwszy nie może być spełniony. 

Jeżeli g=G, to zbiór (2) zawiera jeden tylko punkt, ` 
zbiór (Z) zaś jest ograniczony i posiada jeden tylko punkt 
skupienia. Odwrotnie, jeśli (Z) jest ograniczony (od góry 
i od dołu) i posiada jeden tylko punkt skupienia, to 
g=G. 
> Porównajmy ze sobą określenia górnego kresu Ķ i naj- 
większej z granic G. 

Jeżeli kres górny K jest punktem odosobnionym zbioru 
(Z), to oczywiście K> G; jeżeli kres górny K jest punktem 
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skupienia zbioru (2), to jest, oczywiście, największą z gra- 
nic; dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. A więc 
w tym przypadku G=K. Ponieważ K może być tylko 
albo punktem odosobnionym albo punktem skupienia 
zbioru (Z), więc przytoczone dwa przypadki wyczerpują 
wszystkie możliwości; nigdy nie może być K < б. Tak samo 
można porównać kres dolny k z najmniejszą z granic g. 
Jeżeli k jest punktem odosobnionym, to k<g; w przeciw- 
nym razie k=g. Liczby (punkty) gi G mogą do zbioru 
(2) należeć lub nie należeć, uj 


43. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. 

Każdy zbiór nieskończony, ograniczony od góry i od 
dołu, posiada przynajmniej jeden punkt skupienia. 

Przypuśćmy, że wszystkie punkty zbioru (2) należą 
do przedziału (m, M), gdzie m i M są krańcami zbioru 
ograniczonego (2), przytem m możemy tak wybrać, by 
punkt ten nie należał do (Z). Każdy punkt (liczbę) X 
przedziału (m, М) zaliczymy do klasy pierwszej lub dru- 
giej, zależnie od tego, czy w przedziale (m, X) mamy skoń- 
czoną lub nieskończoną liczbę elementów zbioru (Z). Punkt . 
m należy do klasy pierwszej; punkt M do klasy dragiej, 
bo w przedziale (m, M) są wszystkie punkty zbioru (Z), 
a jest ich nieskończenie wiele. Każdą liczbę mniejszą od m 
zaliczymy do klasy pierwszej, każdą liczbę większą.od M 
do klasy drugiej; a więc każda liczba rzeczywista należy 
do jednej z dwóch klas. Każda liczba X; pierwszej klasy 
jest mniejsza od każdej liczby Xp drugiej klasy; jeżeli 
Хг< т lub Xn > M, to rzecz jest oczywista; jeżeli Xri Ху 
należą do przedziału (m, M), to, zakładając Xr> Xr, do- 
szlibyśmy do sprzeczności. A więc musi być zawsze X; < Хуу. 
Nasz podział liczb rzeczywistych na dwie klasy jest więc 
przekrojem. Przekrój ten wyznacza liczbę, którą oznaczymy 
przez g. Liczba g— = należy do klasy niższej, liczba g--e 


PRE iP CEZ егт таб тан" 


шй. ыш сздр сша Ыы: 
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do klasy wyższej. W przedziale (m,g—e) mamy zatem 
skończoną liczbę elementów zbioru (Z), w przedziale zaś 
(m, 9 + e), przeciwnie, liczbę nieskończoną tych elementów; 
stąd wniosek, iż przedziął (g — =, g- £) zawiera nieskoń- 
czenie wiele elementów zbioru (Z); a więc punkt g jest 
punktem skupienia zbioru (Z). Twierdzenie zostało udo- 
wodnione. 

Punkt skupienia, którego istnienie zostało stwierdzone 
przez tylko co przytoczone rozumowanie, jest właśnie naj- 
mniejszą z granic, t. j. g=g; w rzeczy samej, w przedziale 
(m, g—s) znajduje się skończona liczba elementów zbioru 
(Z), czyli niema tam ani jednego punktu skupienia na- 
szego zbioru; ponieważ e>0 jest liczbą dowolnie małą, 
więc nie może być g<g. Udowodniliśmy że: 

Każdy zbiór nieskończony, ograniczony od góry i od 
dołu, posiada najmniejszą granicę g* 

Twierdzenie Weierstrassa można wygłosić jeszcze 
w sposób następujący: jeżeli zbiór (Z) jest nieskończony 
i ograniczony od góry i od dołu, to zbiór pochodny (2) 
nie jest pusty. 5 

Jeżeli zbiór pochodny nie jest pusty, to muszą istnieć 
granice największa i najmniejsza g i G. 

Uwaga. By wysłowienie twierdzeń uprościć i ujednos- 
tajnić, wygodnie jest wprowadzić następującą umowę: je- 
żeli zbiór (Z) nie jest ograniczony od góry, to fakt ten 
wyrazimy, mówiąc, iż zbiór posiada miejsce skupienia 
(granicę uogólnioną) w punkcie niewłaściwym -|- со; zda- 
nie „zbiór (Z) posiada miejsce skupienia w punkcie nie- 
właściwym — co* będziemy uważali za równoznaczne ze 
zdaniem: „zbiór (Z) nie jest ograniczony od dołu*. Oto- 
czeniem punktu niewłaściwego - оо jest zbiór wszystkich 


* Czytelnik w sposób podobny udowodni istnienia największej 


z granic G. 
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liczb 2, większych od dowolnie wielkiej liczby M; otocze- 
niem punktu niewłaściwego — co jest zbiór wszystkich 
liczb 2, mniejszych od dowolnie małej liczby m; tak, np., 
zbiór liczb 222 1 stanowi otoczenie punktu niewłaściwego 
+ оо, zbiór liczb 2 100 stanowi otoczenie punktu nie- 
właściwsgo — co. Zdania: „zbiór (2) nie jest ograniczony 
od góry* i „w dowolnem otoczeniu punktu niewłaściwego 
-- со znajduje się nieskończenie wiele elementów zbioru 
(Z)* posiadają tę samą treść. W ten sposób twierdzeniom, 
odnoszącym się do zbiorów ograniczonych, i twierdzeniom, 
odnoszącym się do zbiorów nieograniczonych, będziemy 
mogli nadać brzmienie jednakowe. Tak np., twierdzenie 
Weierstrassa będzie brzmiało: każdy zbiór, zawierający 
nieskończenie wiele elementów (liczb, albo punktów na 
prostej), posiada przynajmniej jeden punkt skupienia. 

Jeżeli zbiór jest ograniczony od góry i od dołu, to 
wszystkie punkty skupienia są punktami właściwemi; jeżeli 
zbiór nie jest ograniczony od góry, to punkt niewłaściwy 
-+ oo jest punktem skupienia, ale, oczywiście, nie koniecznie 
jedynym. Tak samo, jeżeli zbiór nie jest ograniczony od 
dołu, to musi posiadać przynajmniej jeden punkt skupie- 
nia, mianowicie punkt niewłaściwy — co. Tak naprzykład, 
zbiór liczb ciągu naturalnego posiada jeden punkt skupienia, 
1 


punkt niewłaściwy '-- co; zbiór: 2, 4, 3, 4, 4, b... т, —-y... 
ma dwa punkty skupienia, jeden w punkcie właściwym 
0, drugi w punkcie niewłaściwym -} co; zbiór wszystkich 
liczb całkowitych dodatnich i ujemnych posiada dwa 
punkty skupienia, oba niewłaściwe — со і -++ оо. 
„Twierdzeniom o największej i najmniejszej z granic 
można nadać brzmienie następujące: jeżeli zbiór posiada 
nieskończenie- wiele elementów, to posiada granicę naj- 
większą G i granicę najmniejszą g. 
Jeżeli zbiór jest ograniczony od góry i od dołu, to g 
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+ niha 
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і С są punktami właściwemi; jeżeli zbiór nie jest ogra- 
niczony od góry, to G jest punktem niewłaściwym -} оо; 
jeżeli zbiór nie jest ograniczony od dołu, to g jest punktem 
niewłaściwym — оо. > 

Jeżeli g=G, to zbiór posiada jeden tylko punkt sku- 
pienia; tak 'np., jeżeli zbiorem (Z) jest zbiór liczb ciągu 
naturalnego, to najmniejsza i największa granica są sobie 
równe, gdyż g jak i С zlewają się z punktem niewłaści- 
wym +œ. — 

Konsekwentnie musimy także rozszerzyć pojęcie zbież- 
ności ciągu; mianowicie, jeżeli ciąg a,, а,,..., a,,... jest 
ciągiem dążącym do nieskończoności, to powiemy, że po- 
siada granicę niewłaściwą, że zmierza do granicy niewłaś- 
eiwej -} оо; tak samo, jeżeli ап  — оо, to powiemy, iż ciąg 
nasz zmierza do granicy niewłaściwej — co. Jeżeli ciąg zmie- 
rza do granicy niewłaściwej, to „prawie* wszystkie wyrazy 
ciągu należą do otoczenia tego punktu niewłaściwego. 


43. Kryterjum Cauchy zbieżności ciągu. 

Przypuśćmy, że dany jest pewien ciąg; niech (Æ) ozna- 
cza zbiór, którego elementami są wszystkie wyrazy tego 
ciągu; (Z) zaś niech oznacza zbiór wartości liczbowych 
danego ciągu, tak iż dwa różne elementy zbioru (2) są 
dwoma różnemi liczbami, co niekoniecznie musi mieć 
miejsce dla zbioru (£). Zbiór (Z) może zawierać skoń- 
czoną liczbę punktów tylko wtedy, gdy w ciągu danym 
nieskończenie wiele wyrazów są liczbami równemi. Ciąg 
będziemy, jak zwykle, nazywali zbieżnym, jeżeli posiada 
granicę właściwą. 

Twierdzenie. Jeżeli ciąg jest zbieżny, to jest ograni- 
czony (od góry i od dołu) i posiada jeden tylko punkt 
skupienia. 

Uwaga. Punktami skupienia ciągu będziemy nazywali 
punkty skupienia odpowiedniego zbioru liczb, jak również 
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punkty, którym odpowiada nieskończenie wiele równych 
wyrazów ciągu. А 

Założenie. Ciąg а, Q, Qy,...., a„,... jest zbieżny; 
а — g. 

„Prawie“ wszystkie wyrazy ciągu spełniają warunek 
|а, — g| < =, czyli zewnątrz przedziału (g—e, 9 -} £) znaj- 
duje się skończona liczba wyrazów ciągu; niech Gy, Qng.. 
«- an, będą temi wyrazami, spełniającemi jedną z dwóch 
nierówności 2< 0 — € lub x>g- £; wszystkie inne speł- 
niają nierówność g — € < 2 < g+ £. Niech M oznacza naj- 
większą z liczb |а, |, |An;|,..., [an] , |9 — £| ,|g + £|. Wszystkie 
wyrazy ciągu spełniają nierówność |a,|< M, czyli wszystkie 
wyrazy ciągu są zawarte w przedziale (— M, -+ M), czyli 
ciąg jest ograniczony. 

Punkt g jest, oczywiście, punktem skupienia ciągu; 
łatwo stwierdzić, że jest on jedynym punktem skupienia 
ciągu. Gdyby bowiem był drugi punkt skupienia ciągu 01, 
to „prawie* wszystkie wyrazy ciągu musiałyby spełniać 
warunek |а, — 9; <£, czyli „prawie“ p: wyrazy 
ciągu byłyby zawarte w przedziale (9; — £, gı +£); otóż, 


jeżeli 0< s x #1: lm 


g, +£) nie mają ani jednego punktu wspólnego, a więc nie 
mogą być „prawie* wszystkie wyrazy tego samego zbioru 
i w przedziale (Į— =, g--e) і w przedziale (9; — £, 9; --€); 
gdyż jeżeli „prawie“ wszystkie wyrazy są wewnątrz (g — e, 
g+ є), to zewnątrz tego przedziału, a więc i w przedziale 
(94 —€, 9, +£) musi się ich znajdować skończona liczba 
a nie „prawie* wszystkie, skąd sprzeczność. 

Twierdzenie odwrotne. Jeżeli ciąg jest ograniczony 
i jeżeli posiada jeden tylko punkt skupienia, to ciąg jest 
zbieżny, t. j. posiada granicę właściwą. 

Jeżeli g jest punktem skupienia ciągu, to znaczy, iż 
nieskończenie wiele wyrazów ciągu znajduje się w prze- 


, to przedziały (g— £, g+ £) i (g9,— =, 


90 


dziale (g — £, g+ £), jakkolwiek jest małą liczba dodatnia ғ. 
Jeżeli ciąg jest ograniczony i nie posiada innego punktu 
skupienia po za punktem g, to ро za przedziałem (9 — =, 
g + =) mamy tylko skończoną liczbę wyrazów ciągu. Niech 
m i M będą krańcami naszego ciągu; (liczby m i M istnieją, 
bo ciąg jest ograniczony). Gdyby nieskończenie wiele wy- 
razów ciągu spełniało nierówność m < a, < g — £, to w prze- 
dziale (m; д — e) musiałby się znajdować przynajmniej je- 
den punkt skupienia g, + g tego ciągu. W rzeczy samej, 
wynika to z twierdzenia Weierstrassa, jeżeli wartości licz- 
bowe owych wyrazów а, stanowią zbiór nieskończony; 
w przeciwnym razie musi być nieskończenie wiele wyra- 
zów równych tej samej liczbie /; ale w takim razie ta 
liczba / jest punktem skupienia, nie zbioru (Z) wartości 
liczbowych wprawdzie, ale ciągu. Tak, w obu przypadkach 
musiałby istnieć punkt skupienia po za punktem g, co 
jest sprzeczne z założeniem. Tak samo udowodnimy, że 
tylko skończona liczba wyrazów ciągu spełnia warunek 
g+e<a,<M. „Prawie“ wszystkie wyrazy ciągu znajdują 
się więc w przedziale (g — £, g+ =), t. j. „prawie“ wszyst- 
kie wyrazy ciągu spełniają nierówność 
g—e<a<g+-86; 

„ponieważ liczba dodatnia s może być dowolnie mała, ciąg 
a, jest zbieżny i zmierza do granicy właściwej g. 

Tak więc, warunkiem koniecznym i dostatecznym 
zbieżności ciągu jest ograniczoność ciągu i istnienie jednego 
tylko punktu skupienia, 


Uwaga. Czytelnik sprawdzi, że przez wprowadzenie 
granic niewłaściwych możemy twierdzeniom, dotyczącym 
ciągów ograniczonych i nieograniczonych, nadać jednakowe 
wysłowienie, mianowicie: 

Jeżeli ciąg posiada tylko jeden punkt skupienia (właś- 
ciwy czy niewłaściwy), to punkt ten jest granicą, do której 


-awa 
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ciąg zmierza. Granica ta jest granicą właściwą albo niewłaś- 
ciwą, zależnie od tego, czy ciąg jest ograniczony czy nie. 

Odwrotnie. Jeżeli ciąg zmierza do granicy (właściwej 
lub niewłaściwej), to ta granica jest jedynym punktem 
skupienia ciągu. 

Klasa ciągów o jednym punkcie skupienia i klasa 
ciągów, posiadających granicę, — to jedno i to samo. 

Na podstawie tylko co przytoczonych rozważań mo- 
żemy podać prosty dowód podstawowego w teorji granic 
twierdzenia Cauchy'ego, stanowiącego tak zwane ogólne 
kryterjum zbieżności. 

Żeby ciąg był zbieżny (t. j. posiadał granicę właściwą), - 
trzeba i wystarcza, by każdej liczbie dodatniej (dowolnie 
małej) e można było podporządkować taką liczbę całkowitą 
ng, że wartość bezwzględna różnicy dwóch jakichkolwiek 
wyrazów ciągu o wskaźnikach większych od л, była zawsze 
mniejsza od e. 

Warunek wysłowiony w tym twierdzeniu jest konieczny, 
t. j. jeżeli ciąg: 

Gi; Gy; AGI 
jest zbieżny, to |а, — а„ <£, dla n>n, i m>m,; dowód 
podaliśmy w ustępie 1. 23. 

Pozostaje więc do udowodnienia tylko, że omawiany 
warunek jest warunkiem dostatecznym, t. j. jeżeli do każdej 
liczby dodatniej e można dobrać taki wskaźnik n,(e),* iż 
n>n,im>n, pociągają nierówność 

ја, — am| ŚE, 
to ciąg jest zbieżny. 

Dowód. Zauważmy przedewszystkiem, że ciąg „pa ARCE 
an. jest ograniczony od góry i od dołu; w samej rzeczy, 
niech M oznacza największą, a m najmniejszą z pośród 
liczb а,, Q4, Qy,.... а, Gwę1-|- 6; @ь-+1—— E. Z założenia wy- 


*) Piszemy n,(e) zamiast n, by uwidocznić fakt zasadniczy, po- 
legający na tem, iż liczba n, zależy od liczby e. 
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nika, iż a, < amı} E i an> anyı— E dla każdego n> ny, 
t. j. że wszystkie wyrazy ciągu o wskaźniku większym od 
m, znajdują się w przedziale (а, в: — =, а +1-|- =); tak więc 
m < а, < M dla każdej wartości wskażnika n, t. j. wszyst- 
kie wyrazy ciągu są liczbami, należącymi do przedziału 
(m, M); ciąg więc jest ograniczony od góry i od dołu. 

Jako dalszy wniosek z założenia, możemy udowodnić, 
że ciąg Qi, а,,...‚ An, posiada tylko jeden punkt skupie- 
nia; w rzeczy samej punkty skupienia naszego ciągu mogą 
znajdować się tylko w przedziale (а, 41 — е, а, 41+ £), gdyż 
zewnątrz tego przedziału znajduje się tylko liczba skoń- 
czona wyrazów, mianowicie nie więcej niż л. Przypuśćmy, 
iż dwa różne punkty g, i 9, są oba punktami skupienia 
ciągu; w takim razie g, i 0, muszą mieścić się w prze- 
dziale (0,,,1—£, 0» ;1--€); ponieważ wyniki naszego ro- 
zumowania są prawdziwe przy każdej (dowolnie małej) war- 
tości e, doszliśmy więc do sprzeczności, bo, o ее <} |g,— 9, 
z nierówności (jj — Е < 9; <Ja < A+ —E wynika 
191—9 < ŻE, czyli |9, — 9, < |9; — 95|, co jest niemożliwe. 
Tak więc dwóch punktów skupienia być nie może; nato- 
miast musi być przynajmniej jeden punkt skupienia, na 
mocy twierdzenia Weierstrassa (1. 43). 

Udowodniliśmy więc, że nasz ciąg jest ograniczony 
od góry i od dołu i posiada jeden tylko punkt skupienia. 

Stąd wnioskujemy, że ciąg jest zbieżny i że wzmian- 
kowany punkt skupienia jest jego granicą. 

45. Jeżeli liczba a jest punktem skupienia (Z), to można 
utworzyć ciąg częściowy z wybranych elementów zbioru (Z) 
w ten sposób, by utworzony ciąg był zbieżny i granicą 
jego była liczba a. W rzeczy samej, niech ғ;, £5, £5,..., En. 
oznacza dowolny ciąg malejący o elementach dodatnich 
i o granicy zero; można np. wziąć ew = 2. 

Niech 2; oznacza element zbioru (Z), zawarty w prze- 
dziale (а —e,, a--e,), niech %, oznacza element zbioru 
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(Z), różny od 2, i zawarty w przedziale (1—e,, с 4 €), . 
i t. d; niech. z, oznacza element zbioru (2), różny od %, 

Loye ©, 1 і zawarty w przedziale («u — ep, a-|-e,). Z okreś- 
lenia punktu skupienia wynika, że taki element 2, istnieje 
dla każdego p. Utworzy się w ten sposób ciąg nieskoń- 
czony 24, Ta, 2,,..., Zp,...; Wyrazy tego ciągu zostały wybrane 
z pośród elementów zbioru (2). Otóż lim 2, = a. W rzeczy 


р > оо 

samej, niech e oznacza dowolną liczbę dodatnią; ponieważ 
Е > 0, istnieje więc wskażnik m, taki, że є, Xe, skoro 
tylko n>n, Stąd wynika, że nierówność n>n,, pociąga 


nierówność |a — 2, Ce, <e, czyli, rzeczywiście, lim 2 = Ф, 


Czytelnik udowodni w sposób podobny, że jeżeli zbiór 
(Z) nie jest ograniczony, np. od góry, to można wybrać 
z pośród jego elementów ciąg częściowy 4%, 4, 2,,..., Z... 
taki, że 2, —- оо. 


Szeregi. 


46. Istota i określenia zasadnicze teorji szeregów. 

Do teorji szeregów dochodzimy w sposób zupełnie na- 
turalny przez uogólnienie pojęcia sumy w przypadku, gdy 
liczba składników jest nieskończona. Wyobraźmy, iż dany 
jest nieskończony ciąg liczb a,, ay, Qy,..., a,,...; teorja sze- 
regów ma na celu podanie określenia sumy nieskończonej 
liczby składników: 


(1) ar a, FiF an... 

Gdyby liczba składników była skończona, otrzymali- 
byśmy sumę wszystkich składników dodając dwa pierwsze, 
następnie do sumy dwóch pierwszych — trzeci, do sumy 
trzech pierwszych składników — czwarty i t. d., aż do 
wyczerpania. Gdy liczba składników jest nieskończona, 
określenie powyższe niema sensu, gdyż wszystkich składni- 
ków wyczerpać nie możemy; przeciwnie, proces dodawania 


эше. TIEN IZAAK RZA KŻ АР ДЕН EE OZI аы 
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kolejnych składników jest nieskończony; otrzymamy tak 
zwane sumy częściowe: | 
M7 Ed, Gaz е о ZF Gy; за аа, @ 55 | 
машта, е арк а ылан» 
Sumy częściowe szeregu (1) tworzą ciąg nieskończony 


(2) & R Tr R | 


Określenie zasadnicze. 
Jeżeli ciąg (2) sum częściowych dąży do granicy, to 
tę granicę nazywamy sumą szeregu (1). 
Jeżeli zatem 
lim 5, =S, to 


ъ—>» со 
s jest sumą szeregu (1), co wyrażamy, pisząc 


Ay -- 04 + A, +-....-|- Gn |-... 578 

Jeżeli szereg (1) posiada sumę, czyli gdy ciąg (2), utwo- 
rzony z jego sum częściowych, dąży do granicy, to szereg 
(1) nazywamy szeregiem zbieżnym. W przeciwnym razie 
mówimy, że szereg jest rozbieżny. 

Znając wyrazy szeregu (1), można, oczywiście, znaleźć 
sumy częściowe, a więc utworzyć ciąg (2); odwrotnie, gdy 
znamy ciąg, jaki tworzą sumy częściowe, możemy znaleźć 
wszystkie wyrazy odpowiadającego szeregu. W samej rzeczy, 
ponieważ 

Sn = а, +- 0, +- G, +... |а. а», 
SA = 4 + 04 + G +... anis 
więc _ 8,—8, -1=a, tak iż aa=4, Q= S; — $, 
а» = Sz — $5, -4., An == Sn — 88-1)... А 

Przypuśćmy, np., iż wiadome jest, że 

21 — 1 


Sh = 


W takim razie 


lim s 


п > оо п > оо = п > оо 


jest 


Preykład 2-1. 


Р i n ; : 
Przypuśćmy, że з, = ———; w takim razie 
n-+-1 
а s p ==32 р apa ОР РЕ ай SS) а 1 
a =S =h, dy=S,—8,=$—$=$; а==5з,—5у==Й —@3- 7h, 
n n—1 1 


nl © лу щп-+1) 


Szukany szereg jest żę PRĘT 


1 1 

1.2 | 2.3 gł az 
Ponieważ 

lim s, = lim —— = li nz M 


n=>00 npc zyć n ора. 
więc szereg jest zbieżny; jego sumą jest liczba 1. 
Przykład 3-ci. 
Rozważmy teraz szereg, będący postępem geometrycz- 
nym: 
a--aq--aq?*--aq*+-...-aq""!--aq" +... 
Jego sumami częściowemi są: 
si=a; są=a--aq; 3 =а-- ад -ад?; 
EG = —z1—T%-(0+ I. 
Należy rozpatrzeć oddzielnie kilka przypadków, za- 


| leżnie od wartości wykładnika q. 
/ gei: 


( з» = 


ен a pak Шол с а A Ea 


PE e УЕР 


«зыл i atii с 


REUEN 


{ 
l 
$ 


PZ 


W tym przypadku, jak wiemy (1. 29), 
9" > соу 
a więc wartość bezwzględna s= (q”— 1) także roś- 


nie nieograniczenie, jak i 9", t. j. |s„|-> со. Wobec tego 
szereg nasz jest w tym wypadku rozbieżny. 


2) —1<q<1. 
W takim razie lim q =0, więc 


224" наа 
Ср g IE: 


NM 25= 1 


Szereg zatem jest zbieżny; jego suma 
а 


gie ; 
1—9 
3) а= +1. 
Ten przypadek rozpada się na dwa podrzędne: 
a) а=1; 
wówczas s,=%.a i |s„|-> со; szereg jest rozbieżny. 
b) а=—1; 


WÓWCZAS So, =Q, 8o,;,j==a; zatem i tutaj granica nie ist- 
nieje; szereg jest rozbieżny. 

4) 4<—1. 

Ponieważ w tym przypadku q” granicy nie posiada, 
więc szereg jest rozbieżny, 3 

A zatem szereg, który jest postępem geometrycznym, 
jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wykładnik g 
jest zawarty w przedziale pomiędzy — 1 a +1, z wyklu- 
czeniem krańców przedziału (przedział niewłaściwy). 

Jeżeli szereg 


(1) а + A, + a, +-..... + a, --... 
jest zbieżny, to wyraz ogólny а, musi dążyć do zera, gdy 
wskaźnik jego n rośnie nieograniczenie. Istotnie 


An = Sh — $n—13 


| 
| 
| 
| 
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gdy n rośnie nieograniczenie, to lim $, = liM 8, = 3, 
и oo "н > со 
a ponieważ lim аһ == lim sn — lim 3,1, więc 
n n-> со n-> со 
lima, ==0) 
п > оо 


Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny zbież- 
ności szeregów: istnieją bowiem szeregi rozbieżne, których 
wyraz ogólny а, dąży do zera. Zbadajmy dla przykładu 
tak zwany szereg harmoniczny: 


(3) РАВЕНА en 


SU a, 1 i lima„=0; udowodnimy, że szereg (3) jest roz- 


n > оо 


bieżny. W tym celu utwórzmy і zbadajmy sumy częściowe. 


a więc S,>1--4--4; podobnie 
з=, БОЧАР АЧ), yli 
д ФУ 


Następnie s, =s (5 +F4h-+ 13)>1+4+$P$+ 
СЕЕ: к=), $6>1-$+3ż+$5+%. 

AMA więc, że з) 2142.4; зә) >1 +43.4; 
Sw) > 1 1-4 

(ARA indukcji udowodnimy z łatwością, że 
Sok > 1 -- k.4. 

Ponieważ wyrazu szeregu (3) są wszystkie dodatnie, 
to sumy częściowe коч ciąg rosnący; jeżeli więc n > 2%, 
to Sn > Sk, 7 1+-k.4, czyli 

s,>1-+- Е (lgn).4, 


gdzie /(/7,т) oznacza, jak zwykle, największą liczbę cał- 
kowitą nie większą od /g,n. 

Gdy n—> оо, to lgn, a więc i / (197) rosną do nie- 
skończoności, wskutek czego s„— оо; szereg harmoniczny 
jest rozbieżny. 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 7 
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47. Warunek konieczny i dostaleczny zlieżności sze- 


regu. 
Niech będzie dany szereg 

(1) ар а аррар: 
Utwórzmy ciąg sum częściowych 

(2) 81, 55, %,..., 8%... 


Warunek konieczny i dostateczny zbieżności ciągu 
(patrz 1. 44) jest następujący: trzeba i wystarcza, by do 
każdej liczby = >0 można było dobrać taki wskaźnik n,, że 
gdy п> т, to 


AŻ 


Snp — Mj SE 
dla każdego р 2 0). 
Ponieważ 
81-р — Sn = 0-61 + U n2 + ку. ола и Бр. 


więc warunek konieczny i dostateczny zbieżności szeregu 
przyjmuje postać następującą: trzeba i wystarcza, by każdej 
liczbie dodatniej e można było podporządkować taką liczbę 
nę, by dla n > № 
anyi аә +... dnęp| < 

dla każdego р 20). 

Jeżeli to kryterjum jest spełnione, to wynika zeń, iż пр. 
przy stałym p 


(4) lim (an1 + а+е-Е... аһ) = © 
n> оо 

czyli fim a, = 0, lim (а, 4 а) = 0. 
п > c п> со 


lim (an + Ani + Uny) = 0, i t dt. 


I 
н > оо 


Mamy więc tu nieskończenie wiele warunków (р=1,2,...), 
które wszystkie są spełnione, o ile szereg jest zbieżny; każdy 
z tych warunków, poszczególnie wzięty, nie jest warunkiem 
wystarczającym; aby się o tem przekonać, wystarczy po 
wrócić do szeregu harmonicznego. Dla szeregu harmonicz- 


——— ра 
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nego warunek (4) jest spełniony; w rzeczy samej, przy 
stałym p 
1 | L=) 
NZOZ AB ы: — | =0), 
n=>co|ffrFl np? гь) 
co czytelnik z łatwością udowodni. Można nawet udowod- 
1 1 1 > 
nić, że lim | —— - 1. est zero, nawet 
„Jim (1 "ASC ; =, J ? 
wtedy, gdy p rośnie wraz z 2, о ile tylko stosunek > dąży 
do zera. 
Tak więc z tego, że przy pewnych stałych wartościach 
p (i nawet zmiennych) wyrażenie 


ДО) ал F ango +... 4а 


dąży do zera gdy n—> œ, nie można jeszcze wnioskować, 
że szereg (1) jest zbieżny. W tym celu należałoby wprzód 
stwierdzić, że to zmierzanie ku zeru ma miejsce zawsze, 
niezależnie od tego; według jakiego prawa zmienia się p 
w zależności od n. 

Gdyby jednak wyrażenie (5) przy stałym p nie dążyło 
do zera, gdy m 00, to na tej zasadzie mielibyśmy prawo 
wnioskować, iż szereg (1) jest rozbieżny. 

Z tych wyjaśnień wynika, iż pomimo swej teoretycz 
nej prostoty, ogólne kryterjum zbieżności, które podaliśmy 
przed chwilą, może być w zastosowaniach bardzo uciążliwe, 
przyczem trudności mogą być nieraz nie do przezwycięże- 
nia. Wskutek czego stosujemy w praktyce cechy prostsze. 
ale mniej ogólne, gdyż wyrażające tylko warunki dosta- 
teczne, ale już nie konieczne zbieżności szeregów. O tych 
kryterjach będzie mowa później. 


Uwaga. Różnicy =. — Sn = Gi + аә 4... ++ Пир 
oznaczać będziemy symbolem Kap; gdy szereg jest zbieżny, 
różnicę s— $, oznaczać będziemy przez R„; nazywamy ја 
resżtą; łatwo udowodnić, że Rp = а, + dja +... + арр... 


Г 
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t. j. że równa się sumie szeregu, który otrzymamy, odrzu 
cając w szeregu (1) n pierwszych wyrazów. Wynika to 
z równości 

Sup — Sn = npt > dn н: 40р 


przez przejście do granicy dla р - оо. W rzeczy samej 


lim (82 — Sn) =S — Sn = Fn; z drugiej zaś strony 
po 


lim (a, F Anja t.. + Qn+p) 5 SUMIE szeregu Anpi T па +... 
р> оо 
AGU APRA 


48. Należy teraz zbadać, czy szeregi zbieżne, jako sumy 
nieskończonej liczby składników, posiadają te same za- 
sadnicze własności, co i suma skończonej liczby wyrazów. 

Należy więc przedewszystkiem zbadać, czy suma sze- 
regu zbieżnego zależy czy nie zależy od porządku składni- 
ków (prawo przemienności); następnie, czy suma się zmieni 
czy się nie zmieni, gdy składniki będziemy łączyć w grupy 
i otrzymane grupy sumować (prawo łączności); należy 
także zbadać, czy czynność odwrotna do poprzedniej wpływa 
na wartość sumy, t. j. czy możemy rozłożyć pojedyńcze 
wyrazy szeregu na sumy dwóch lub trzech np. składników 
bez wpływu na wartość sumy szeregu. 

Na razie nie możemy dać wyczerpującej odpowiedzi 
na pierwsze pytanie; okażemy niebawem, że prawo prze- 
mienności nie stosuje się do szeregów, t. j. że suma sze- 
regu zbieżnego może się zmienić ze zmianą porządku skład 
ników; że nawet szereg zbieżny stać się może ze zmianą 
porządku składników rozbieżnym. Jednocześnie wydzielimy 
z pośród szeregów zbieżnych pewną klasę szeregów, mia- 
nowicie tak zwane szeregi bezwzględnie (albo bezwarun 
kowo) zbieżne, dla których prawo przemienności jest speł- 
nione. Я i 

Co do drugiego pytania, możemy nań odpowiedzieć 
odrazu, mianowicie prawo łączności jest dla szeregów speł- 
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nione. W rzeczy samej, przypuśćmy, iż dany jest szereg 


zbieżny 
(1) a, + a, + a; + a, --..--a,+-.. =s 
i niech 24 =a; Faz, u, = ag La,,..., Up = а F бәр,.. 


Tworzymy szereg 

(6) Wu Hu, +... up-+-... czyli 
(a, + a) + a; + a,) +... H(aop_1 -H ap) +... 

Szereg (6) jest zbieżny i sumą jego jest także s; w rzeczy 
samej, niech 8;, Sy,.., Sn,... OZnaczają, jak zwykle, sumy 
częściowe szeregu (1), а б,, Ogs., Gw... sumy częściowe sze- 
regu (6). Z założenia wynika że 


lim s, FSUIZECÓ ву баса бр. 89) 

я = o 
tak, iż ciąg 6j, Gs 6;,., Gp.. jest utworzony z wyrazów 
ciągu zbieżnego s;,,... Sy, .. &,. Sp... 1 stanowi część tego ciągu. 
Lecz 2 teorji granic wynika, że ciąg о,, Gy, б,..... Ср ... Musi 


być także zbieżny i posiada tę samą granicę s (patrz ustęp 
1. 26). Tak więc szereg (6) jest zbieżny i sumą jego jest 
liczba s. Dla ustalenia uwagi łączyliśmy wyrazy po dwa; 
czytelnik z łatwością zauważy, że podany dowód stosuje 
się i do każdego innego przypadku. Samo przez się się ro 
zumie, że przy łączeniu w grupy nie zmieniamy porządku 
wyrazów, t, j. wykluczamy z pod naszych rozważań ugru- 
powania w rodzaju następującego: 


(a, Е а.) + (а s а) s (a; я а) СЕБ IFAS l2p—2 д: азь) = 
-f- (Пэр—1 77 dap-1 -— c 

Tak samo łatwo jest odpowiedzieć na pytanie e; 
ale w tym przypadku odpowiedź jest przecząca. Aby to 
okazać, wystarczy dać odpowiedni przykład; w tym celu 
weźmy pod uwagę, np. szereg, którego każdy wyraz (skład- 
nik) jest zero; taki szereg jest, oczywiście, zbieżny, gdyż 
wszystkie sumy częściowe są tu równe zeru, a więc i ich 
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granica równa się 0. Zastąpmy każdy wyraz zero przez 
sumę liczb przeciwnych 1 i —1. t. j. zamiast szeregu 
00+0-€..-H0+. napiszmy (1— 1)--(1—1)--(1—1)-+-.. 
„(1—1) +... O ile teraz usuniemy nawiasy, otrzymamy 
szereg 


1—1+1—1-—-..--(— IPH., 

który jest rozbieżny. Czytelnik sam znajdzie dowolną liczbę 
podobnych przykładów. 

Jeżeli do szeregu (1) dopiszemy jeszcze jeden składni 
np. a, to otrzymamy nowy szereg 
(7) a + + +a, +-... +- a, +- ..., 
który będzie zbieżny w razie zbieżności szeregu (1) i sumą 
jego będzie s-}a. Istotnie, gdy oznaczymy sumę n+ 1 
wyrazów szeregu (7) przez „11, tO Sni =a--5,, a więc, 
przechodząc do granicy 

lim sq = a + lim s, =a 4s 


п> оо п —> оо 

Podobnie zamiast jednego, moglibyśmy dodać do sze- 
regu (1) kilka wyrazów (ale zawsze tylko liczbę skończoną), 
przyczem otrzymany szereg byłby też zbieżny. 

Stąd wynika również, że od szeregu (1) można odjąć, 
t. j. usunąć pewną liczbę wyrazów; szereg nadal pozosta- 
nie zbieżny, a suma jego zmniejszy się o sumę odjętych 
wyrazów, np.: 

a; +- a, + az H.F a, +-...=S — a, — a 

A zatem można w szeregu zbieżnym zmienić skoń- 
czoną liczbę wyrazów (t. j. usunąć pewne wyrazy, a na 
ich miejsce wprowadzić inne); otrzymany nowy szereg 
będzie też zbieżny. 

Okoliczność ta jest bardzo ważna; wynika stąd wnio- 
sek, że zbieżność lub rozbieżność szeregu jest własnością 
graniczną, t. j. zależną nie od skończonej, lecz od nieskoń- 
czonej liczby wyrazów szeregu. Własność tę można wyra- 
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zić jeszcze inaczej, mianowicie, w sposób następujący: 
zbieżność szeregu pociąga za sobą zbieżność wszystkich 
jego reszt Ra; odwrotnie, jeżeli którakolwiek reszta AR, jest 
zbieżna, to i szereg jest zbieżny. Jeżeli szereg jest rozbieżny, 
to i wszystkie reszty Æna są rozbieżne; odwrotnie, jeśli która- 
kolwiek reszta 7, jest rozbieżna, to i szereg dany jest 
rozbieżny. Oczywiście, porządek wyrazów w A, powinien 
być taki sam, jak w szeregu danym. 

Stąd wniosek, że przy badaniu zbieżności szeregu, mo- 
żemy ograniczyć się do badania zbieżności reszty Г. 

Jeżeli wszystkie wyrazy szeregu zbieżnego (1) pomno- 
żymy przez tę samą liczbę k, to otrzymany nowy szereg 
(8) ka, |а, + ka, +... + ka, 4... 
będzie zbieżny i jego sumą będzie k.s. Oznaczmy sumę 
częściową n wyrazów szeregu (8) przez s”„; oczywiście 

з» ==Ё.& a więc 

s = lim s’, = k liM 5, = k.s, co trzeba było udowodnić. 


п=>со noo 

49. Szeregi o wyrazach dodatnich. 

Szeregi, których wyrazy są od pewnego miejsca wszyst- 
kie tego samego znaku, są pod wielu względami łatwiejsze 
do zbadania od innych, dlatego też najprzód zajmiemy się 
właśnie tą klasą szeregów. Dla uproszczenia będziemy 
w dalszym ciągu tego rozdziału zakładali, że wszystkie 
wyrazy, zacząwszy od pierwszego, są np. dodatnie; lecz 
wszystkie wyniki, otrzymane dla takich szeregów będą, na 
zasadzie rozważań rozdziału poprzedniego, stosować się 
i do szeregów, w których pie wszystkie, lecz „prawie“ 
wszystkie wyrazy są tego samego znaku; przyczem termin 
„prawie* będzie oznaczał „wszystkie z wyjątkiem skoń- 
czonej liczby* albo inaczej, co na jedno wychodzi, „wszyst- 
kie, zacząwszy od pewnego wskaźnika, 

Przypuśćmy więc, że w szeregu (1) wszystkie wyrazy 
są dodatnie, t. j. a, >0 dla każdegon Ponieważ 5,1—5,1 ax, 
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więc 5,1128, czyli ciąg utworzony z sum częściowych 
jest rosnący. A zatem, jeśli dla każdego n jest spełniony 
warunek, że з. <M, t. j. jeżeli sumy częściowe są ograni- 
czone od góry, to szereg jest zbieżny, bo ciąg rosnący, 
ograniczony od góry posiada granicę (patrz 1. 30). Analo- 
gicznie dla szeregów, których wyrazy są ujemne, wtedy 
8111< Sn i ciąg jest malejący. А zatem, jeżeli w takim sze- ` 
regu dla każdego n spełniona jest nierówność з, >, t. j. 
jeśli sumy częściowe są ograniczone od dołu, to szereg 
jest zbieżny. 


Twierdzenie pomocnicze o porównywaniu dwóch sze- 
regów o wyrazach dodatnich. 

Jeżeli wyrazy szeregów 
(1) dy + a, + a, +..-+a, +... 

(9) sh uko EE. 

są wszystkie (albo „prawie* wszystkie) dodatnie lub w każ- 
dym razie nie ujemne i jeśli przy wszystkich (albo „pra- 
wie“ wszystkich) wartościach wskażnika v mamy 5, < a, 
i jeżeli szereg (1) jest zbieżny, to i szereg (9) jest zbieżny. 

W toku rozumowania przyjmujemy, że wysłowione 
warunki są spełnione zawsze. Na zasadzie uwagi końcowej 
rozdziału poprzedniego czytelnik sam da sobie radę z do- 
wodem w przypa lku, gdy te warunki są spełnione „pra- 
wie“ zawsze. 

Sumę częściową т wyrazów szeregu (1) oznaczmy 
przez s,, zaś szeregu (9) przez s„; wówczas, na zasadzie 
założenia, mamy 
(10) za 
Ponieważ szereg (1) jest zbieżny, a ciąg S,, Sy,.., $„,... jest 
rosnący, więc 5, <s, gdzie s=lims„; a zatem na mocy 
(10) zachodzi także nierówność 


(11) S$ LZS; 
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lecz ciąg s's S/,,..., 8°... jest rosnący; z (11) wynika, że 


jest ograniczony od góry, a więc szereg (9) jest zbieżny. 

Analogiczne twierdzenie można udowodnić i dla sze- 
regów rozbieżnych. Jeżeli wyrazy szeregów (1) i (9) są 
wszystkie dodatnie, jeżeli szereg (1) jest rozbieżny, i jeżeli 
dla każdej wartości m 

ba > аһ, 

to i szereg (2) jest rozbieżny. Dowód, zupełnie łatwy, zo- 
stawiamy czytelnikowi. 

Przykłady. 

Udowodnić, że szereg 


SOETA 1 
bad ao ko: 


jest zbieżny. Porównujemy wyrazy szeregu 


1 EA 1 
22733144 ъп" 
odpowiednio z wyrazami szeregu 
1 1 1 1 
(Ik АЗЕ SPE CEST" RE 


Warunki ostatniego twierdzenia o porównaniu dwóch 
szeregów są tu spełnione. Wystarczy przyjąć 
1 1 
dy =———, bp Z————; 
У („+ 1а (n-- 1)? 
stwierdzamy, że: a„>0, 2,20, b,<a„; wreszcie, że szereg, 
którego wyrazem ogólnym jest a, jest zbieżny (patrz 1. 46), 
a więc i szereg, którego wyrazem ogólnym jest 5„, także 
jest zbieżny. 
Udowodnić, że szereg 


1 1 1 БЕ 
ga tps КЕТТ AEL HF 3.9 


jest rozbieżny. Dla dowodu wystarczy zauważyć, że 
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1 
Туп” n 
nym, który jest rozbieżny. 

Jeżeli dany szereg (9) o wyrazach dodatnich i jeżeli 
chcemy sprawę jego zbieżności rozstrzygnąć przy pomocy 
twierdzenia o porównywaniu dwóch szeregów, powinniśmy 
szukać szeregu zbieżnego (1), którego wyrazy są „prawie* 
zawsze większe od wyrazów szeregu danego. Taki szereg 
będziemy nazywali szeregiem przewyższającym szereg dany 
(majorante). Możemy więc twierdzenie o porównywaniu 
dwóch szeregów wypowiedzieć w sposób następujący: sze- 
reg dany jest zbieżny, jeśli istnieje szereg przewyższający 
zbieżny. 


i porównać dany szereg z szeregiem harmonicz- 


50. Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryterjum zbież- 
ności Cauchy. Kryterjum Ф Alembert'a. 

Na mocy rozważań poprzedniego rozdziału możemy 
być pewni zbieżności każdego szeregu, dla którego szere- 
giem przewyższającym jest szereg geometryczny 1 -|-r -+ 
+ r* r" +... +r”... о wykładniku r dodatnim mniej- 
szym od jedności. Postępując w ten sposób otrzymamy 
kryterjum Cauchy. 

Jeżeli dla wszystkich wartości п >л, jest spełniony 
warunek a, <r< 1, to szereg (1) a, + a + а, -+ . 4-а, +... 
o wyrazach dodatnich jest zbieżny.* W rzeczy samej, z \ ПАТ 
wynika, że а, <r” ma miejsce dla wszystkich wskaźników 
n > my czyli „prawie“ zawsze. Tak więc szereg geometryczny 
zbieżny 1 -r--r*--... r" |-... jest w danym przypadku 
szeregiem przewyższającym, co dowodzi zbieżności szeregu 
danego. 

Kryterjum Cauchy można także wysłowić w następu- 
jacy sposób. Utwórzmy ciąg 


у”. 


* r oznacza liczbę stałą, niezależną od ж, 


ika anai - 
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(12) dy; Va, Vaz, Va... Van, 

Jeżeli istnieje liczba stała r mniejsza od jedności, 
taka, że „prawie* wszystkie wyrazy ciągu (12) są od niej 
mniejsze, to szereg (1) jest zbieżny. 

Przypuśćmy, że ciąg (12) jest ograniczony od góry 
i niech G będzie największą z granic tego ciągu, czyli 
największą liczbą zbioru pochodnego, co oznaczamy pisząc 


n 


lim Van = б. 

Liczba Q posiada następującą własność, (która ją wy- 
znacza); nieskończenie wiele wyrazów ciągu (12) przewyż- 
sza każdą liczbę G—e, gdzie e jest dowolną liczbą do- 
datnią, natomiast „prawie* wszystkie wyrazy ciągu (12) są 
mniejsze od każdej liczby kształtu G+-e. 

Jeżeli więc (7 > 1, to w ciągu (12) jest nieskończenie 
wiele wyrazów, większych od każdej liczby r mniejszej od 
jedności. Jeżeli natomiast G<1, to każda liczba r, speł- 
niająca warunek G <r < 1, jest większa od „prawie“ wszyst- 
kich wyrazów ciągu (12). Własności liczby G wyłożone 
były w rozdziale 42 

Widzimy stąd, że dla danego szeregu (1) szereg geo- 
metryczny zbieżny jest szeregiem: przewyższającym, wtedy 
i tylko wtedy, gdy największa z granic ciągu (12) jest 
mniejsza od jedności. W tym więc przypadku szereg (1) 
jest zbieżny na mocy kryterjum Cauchy. 

Natomiast, jeżeli (7 > 1, to nieskończenie wiele wyrazów 


ki 
ciągu (12) jest większych od jedności; lecz jeśli Va, >1, to 


*1 a4>l; wnioskujemy stąd, że w tym wypadku nieskoń- 


czenie wiele wyrazów ciągu (1) przewyższa liczbę jeden, 
a więc warunek lim а, = 0 nie jest spełniony i szereg (1) 


п —>оо 


jest rozbieżny. 
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O Пе G=l, to nie możemy utworzyć szeregu geo- 
metrycznego zbieżnego, przewyższającego szereg dany, ale 
nie możemy też twierdzić, że szereg jest rozbieżny, chyba, 
że w jakiś sposób udowodnimy, iż w ciągu (12) jest nie- 
skończenie wiele wyrazów większych od jedności lub rów- 
nych jedności. Jeżeli „prawie* wszystkie wyrazy w (12) są 


mniejsze od jedności i G=1, to stąd піс o zbieżności lub 
rozbieżności szeregu. (1) wnioskować nie możemy. 

Jeżeli ciąg (12) posiada granicę g, to, jak wiemy, 
granica ta jest jednocześnie największą z granic G; tak 
więc, jeśli granica g jest mniejsza od jedności, to szereg 
(1) jest zbieżny, jeśli g>1, to szereg (1) jest rozbieżny. 
Wypadek wątpliwy będzie miał miejsce gdy g =1. 

Wyłożone tu kryterjam Cauchy jest bardzo dogodne 
w zastosowaniach, ale jak widzieliśmy nie jest ogólnem; 
jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny; stosuje się 
tylko do szeregów, które dają się porównać z szeregiem 
geometrycznym. 

Jeżeli porównywać będziemy stosunek dwóch kolej- 
nych wyrazów szeregu danego (1) ze stosunkiem dwóch 
wyrazów kolejnych postępu geometrycznego, to otrzymamy 
kryterjum zbieżności d' Alembert'a. Kryterjum to jest na- 
stępujące: 

Jeżeli istnieje taka liczba dodatnia r< 1, iż dla wszyst- 
kich wartości n >% czyli „prawie“ zawsze, spełniony jest 
warunek 

(13) са ОР X 
An 
to szereg (1) jest zbieżny. W rzeczy samej, z warunku (13) 
wynikają nierówności : 
Onet? cop; Cmt an op, Чы 


e L Жы лыры 
a 


, 
Ani An +2 аһ 


ZEW 
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pomnóżmy przez siebie stronami powyższe nierówności 
(jest ich n — n). Otrzymamy: 
аһ < pin 


Яп,--1 


- Ant 
stąd авы L =E 


т" 
lnot 
ro 
Iloczyn kr* jest wyrazem ogólnym postępu geometrycznego 
zbieżnego: k- kr + kr* 4... 4 kr" --..; a zatem, na mocy 
twierdzenia o porównywaniu dwóch szeregów, musi być 
zbieżny i szereg (1). 

Odpowiednia cecha rozbieżności jest następująca: jeśli 


С < e 
Oznaczmy stałą - przez k; w takim razie а, < kr". 


ia : Ś Р Fe Anti ~ 
istnieje taka liczba r 21, iż „prawie“ zawsze - sz r, to 
dy 


szereg (1) jest rozbieżny. Dowód zostawiamy czytelnikowi. 


TED. „ dn ; PEN 
Wnioski. Jeżeli = dąży do granicy mniejszej od 
“ж 


aa è ; н е : 
jedności, to szereg jest zbieżny; jeżeli < dąży do granicy 


większej od jedności, to szereg jest rozbieżny. 
Zakres zastosowalności kryterjum Cauchy jest szersze, 
niż d'Alembert'a, t. j. gdy kryterjum oparte na stosunku 


Ani 


daje pożądany wynik, to i kryterjum oparte na Van 


nie zawodzi; odwrotnie jest inaczej; zdarzyć się bowiem 
może, że kryterjum d'Alembert'a zawodzi, gdy kryterjum 
Cauchy daje się zastosować z powodzeniem. 
Obok ciągu (12) możemy wziąć pod uwagę ciąg (14)* 
RE PAG 44.1 


(14) ааб. 


, e3 л 
а а, а; dy 


Oznaczmy przez ge і G. najmniejszą i największą z gra- 


* Zakładamy, że а, >0 dla każdego n. 
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nic ciągu (12), a przez ga і б, odpowiednio najmniejszą 
i największą z granic ciągu (14). Czytelnik udowodni, że 
między temi liczbami zachodzą * następujące związki: 
Ja Le E BG, Ga. 

Stąd wynikają wnioski następujące: i) Jeżeli Ga <1, to 
i б„< 1, a więc przy tem założeniu szereg jest zbieżny; 
jeżeli 9.21, to і G,>1, a więc przy tem założeniu szereg 
jest rozbieżny. Pozostaje wątpliwym przypadek, gdy С. > 1, 
gdy tymczasem ga < 1. 

2) Jeżeli istnieje taka liczba dodatnia r <1, iż „pra- 


A 034-1 к a Эу NA 4 F s e 
wie“ zawsze =€ <r, t. j., jeżeli kryterjum zbieżności 


d'Alembert'a daje się zastosować, to Gul, a więc także 
i С, 1, co dowodzi, że w tym przypadku kryterjum Cauchy 
także nie zawodzi. 


> РИ КОРК, 
Jeżeli Ga = ga, to і G,=ge, czyli jeśli lim 25 


п-» оо dn 


istnieje, 
to musi istnieć także lim Van, i granica ta równa się po- 
п —% оо 
przedniej, t.j. lim Nan — lim 2H, 
п> с п> со Un 
Przykłady. 
1) л jest szereg: 
(15) 1 + 20 + 39? - 4x3 + .. zaa a" +... 
Zastosujemy kryterjum d Alembert'a 
Uni _ (n А =| 3) А 
dn nz" Bł z 
O ile 2 jest liczbą dodatnią mniejszą od jedności, to można 
znależć taką liczbę r i taki wskażnik л, że dla m > my, 


an 2 . $ PEN 
H <r <1, i szereg jest zbieżny. W rzeczy samej, niech r 


** Patrz Swiżzóeka N. 35. 


-= — e 
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oznacza dowolną liczbę dodatnią, spełniającą warunek 
2<7< 1; wtakim razie wystarczy wziąć п> 3 albo- 
wiem wtedy 
1 SERW 1 1 У 
£ ( -- 2. <r i 2) '=|I -H 1 те | | TELT: 
Zauważmy, iż w danym przypadku 


ке, T 1 
lim "H — z lim (1--- |= 2. 
п> со n п —>со 


A więc można było odrazu wnioskować, iż dla 2 < 1, szereg 
(15) jest zbieżny, dla «>1, rozbieżny. Gdy ж==1 szereg 
jest także rozbieżny, gdyż wyrazy jego są wtedy większe 
od jedności. Gdybyśmy chcieli No: kryterjum Cauchy, 


ЖР М dn-L1 
musielibyśmy 7 zastąpić przez Va „ czyli przez z. yn+1 
а 


n 


można udowodnić ыан że 


lim Vn-H1 1=lim үл. ү ki = im Vn. lim M+i= 


п> со nc п => oc nh => с 


= lim Vn=1. Lecz możemy się oprzeć na twierdzeniu, 
п> со 
udowodnionym przed chwilą, że lim Va, = lim Seti, o ile 
п> со n 
ta druga granica istnieje; ponieważ w danym wypadku 
„im: ы, jak widzieliśmy, istnieje i równa się z, więc 
-> со n 


i lim үа, czyli 2. lim NE = 2, a więc lim Ул-Е1= 1. 


п > со т = © п> со 


П) Niech będzie = szereg 
е a 2% 
(26) prera tir а 


ш" +1 


RE oz pit 


Zastosujemy i tutaj жк d' Alemberta. 


(17) ас ИЕ 


а =F" 
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niech ж oznacza dowolną liczbę dodatnią i ustalmy liczbę 
całkowitą n, zapomocą warunku 7, <£ Cm, |- 1. W ta- 
kim razie dla każdego wskaźnika » 2 т, stosunek po pra- 
wej stronie równości (17) będzie mniejszy od liczby mniej- 
szej od jedności, co dowodzi zbieżności szeregu. Tak więc 
szereg (16) jest zbieżny dla każdej dodatniej wartości 2; 
zobaczymy później, że pozostaje zbieżnym i przy ujemnych 
wartościach liczby z. 

Kryterjum Cauchy sprowadza się w danym przypadku 


е Р а ni” z 
do badania wyrażenia ni ; 
үл 
Anyi : : 
ponieważ lim —— == 2 lim р więc, па тосу twier- 
dn п ‹ om 1 
dzenia, któreśmy stosowali przed chwilą, vlim = = (0), 


п с] 


n , > * 
czyli Vn! rośnie do nieskończoności wraz z n. 

Chociaż zakres zastosowalności kryterjum d'Alembert'a 
jest mniej szeroki, jednak w praktyce kryterjum to ma 
częstsze zastosowanie, niż kryterjum Cauchy, dla tego że 

: ot A аы, ZE a 
w większości przypadków wyrażenie ——— jest prostsze od 

n 


np 


wyrażenia үй. 


51. Szeregi o wyrazach dodatnich malejących. 
Dotychczas Ет tylko, że wyrazy szeregu (1) 
(1) a, + a, + a; ...--a,+-... 
są dodatnie; teraz PRE prócz tego nowe założe- 


nie, mianowicie, iż od pewnego miejsca, t. j. „prawie“ 
zawsze, wyrazy maleją, t. j., że рй] wskaźnik т, taki, 


że przy każdym n>n, mamy аы < ас 


Twierdzenie Abela. Jeżeli szereg (1) jest szeregiem 
bieżnym o wyrazach dodatnich malejących, to lim 7 а, = 0). 


п > оо 
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Dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. Zaprze- 
czamy tezie, t. j. przypuszczamy, że та, nie dąży do zera. 
W jakim razie, jakkolwiek wielką jest liczba N, istnieją 
wskaźniki n>MN takie, że ља, > ô, gdzie ô jest odpowied- 
nio dobraną (dostatecznie małą, ale zupełnie określoną) 
liczbą dodatnią. Niech m, będzie jedną z tych wartości 
wskaźnika m, niech n, będzie inną wartością wskaźnika, 
większą od 2m,, dla której także n@m >ô; Ha > 2%, 
na>2mz,... i t. d.; liczby m,, %3: ną,... stanowią nieskoń- 
czony ciąg takich wartości wskaźnika n, dla których 
па, >8. Z założeń wynika, że ną — m, > 2% 


a 


L 164-1 н К ś 
HL — ME > гу Ponieważ a, jest tem 


= 


Ng — п, > SELES) 


mniejsze, im n jest większe, więc 
а-а... ani > AnH a H a, +... an тд; 


п, Е 
Qn F anpi FF ana >0,, Fa, +. 4-а, > = Г, з 


Any F anp H ii а 22 dn; + Gu; +... + аһ,; 


lecz ta ostatnia suma równa się (7, — ,)a,,; lecz ny — n> 


Ж 


m 


А д 1, с 
Więc an -F а FHF ai > (nz — л„)а„,;> a CE zi ed: 


Z tych nierówności wynikają następujące: 
р Же РУ ô ô 
8.12; 8,,-1>60+ 2; Sn 1Ż8F5T zi ы 


ô 
smi >E- 1055... 
` 
Stąd wniosek, że sumy częściowe rosną nieogranicze 
nie, czyli, że szereg (1) jest rozbieżny, wbrew założeniu; 
doszliśmy więc do sprzeczności. 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 


Kryterjum zagęszczenia (Cauchy). 


Dany jest szereg (1) o wyrazach malejących dodatnich; 
utwórzmy szereg е 


(18) a,+2a,-H4a,-H8a,- 16a,, +... + 2а, +... 

| Szereg (1) jest zbieżny albo rozbieżny zależnie od tego, 
JH czy szereg (18) jest zbieżny lub rozbieżny. 

| Załóżmy, że szereg (1) jest zbieżny i niech s oznacza 
| jego sumę; wtedy 

| ji 0 = 045720, —20,; 4a, 20; -E2a,; 

ў 8a, <2a; |-2a, 2а, E2u;;... 


2%ак<2а ją (20 at.. --205k;... 
Ma m 2a 


00 Oznaczmy przez ©}, Oy, Cz,..., б... Sumy częściowe 

0 szeregu (18); Orp "0 + 2а, + 4a, +... -H Fax < a, | 

-- 20, + 2а, 2а, |-2a, +-...--2a,:<2s; tak więc sumy 
częściowe szeregu (18) są wszystkie mniejsze od 2s; ponie- 

waż ciąg ten jest ciągiem rosnącym, więc posiada granicę 

\ i wskutek tego szereg (18) jest zbieżny. | 
H A więc zbieżność szeregu (1) pociąga za sobą zbieżność 

й szeregu (18). Udowodnimy teraz, że, odwrotnie, zbieżność 

ii szeregu (18) pociąga za sobą zbieżność szeregu (1). 

H Załóżmy więc, że szereg (18) jest zbieżny, i niech с 
oznacza jego sumę. Napiszmy nierówności, które, oczywiś- 

cie, są prawdziwe: 

| | Q=; 04| а,<2а,; а, |а, ++ a; + a, <1a,;... 

| Gg FaF -.. | а. + 095 C805,.... 

I$ dgx - 45041 — Ж ЕЗ lgk+igk—o) + dok gk—1) € 2%. dok; 

| Dodając do siebie te nierówności stronami, otrzymamy | 
Sok, <Oz41 <0; stąd wnioskujemy, iż wszystkie sumy częś- | 
| ciowe szeregu (1) są mniejsze od liczby с, t. j., że te sumy 
H częściowe stanowią ciąg ograniczony od góry. Ponieważ 
oprócz tego tworzą one ciąg rosnący, więc sumy częściowe 
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szeregu (1) stanowią ciąg zbieżny, a więc i szereg (1) jest 
zbieżny. 

Twierdzenie to ma wielką doniosłość, gdyż na pod- 
stawie tego kryterjum możemy udowodnić z łatwością 
zbieżność lub rozbieżność szeregów w przypadku, gdy po- 
przednio podane kryterja nie dadzą się zastosować. W ten 
sposób możemy otrzymać coraz to nowe kryterja; w rze: 
czy samej, niech Żc, oznacza szereg, którego zbieżność może 
być ujawniona przy pomocy cechy zagęszczania, alę nie 
wynika z poprzednich kryterjów Cauchy i D'Alembert'a. 
Szereg zbieżny Хс, jest szeregiem przewyższającym dla całej 
klasy szeregów zbieżnych; stosując twierdzenie o porówny 
waniu dwóch szeregów, z których jeden jest szereg Z c, 

n 


otrzymamy nowe kryterjum zbieżności. Stosując tę metodę, 
dojdziemy do całego szeregu coraz dalej idących, coraz 
subtelniejszych kryterjów. 

Przedewszystkiem przy pomocy cechy zagęszczania 
możemy zbadać szereg 


(19) Earr RZA ii 


wystarczy ograniczyć się do przypadku, gdy s>0; gdyż 
dla s X0 szereg jest, oczywiście, rozbieżny. 

Na zasadzie cechy zagęszczenia szereg (19) jest zbieżny 
lub rozbieżny, zależnie od tego, czy szereg zagęszczony 


1 1 1 1 
20 2;—--4.— "gz=-...-2% x... 
( ) L jtt Деб gt ZĘ ze t 
jest zbieżny lub rozbieżny; lecz šzereg (20) możemy na- 
pisać w postaci następującej: 


1 1 1 1 
1 Faj T 9266—11) ug 28(5—1) => ОЕ (8—1) +... 


Widzimy więc, że szereg (20) jest poprostu postępem geo- 
1 


metrycznym, którego wykładnikiem jest liczba Sze- 
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reg (20) jest więc zbieżny, gdy s>1, bo wtedy wykładnik 


; jest mniejszy od jedności; gdy zaś s< 1, to sze- 


| ў х= Js- 
reg (20) jest rozbieżny; to samo tyczy się więc szeregu (19). 


Twierdzenie. Szereg, którego wyrazami są odwrotności 
stych potęg kolejnych liczb szeregu naturalnego, jest zbieżny, 
gdy wkładnik potęgi s jest >1, rozbieżny zaś, gdy s<l. 


REN" 


52. Dalsze kryterja zbieżności. 

Przy. pomocy kryterjum, opartego na zbadaniu Na, 
nie moglibyśmy uwidocznić zbieżności ciągu (19) dla s>1 
i jego rozbieżności dla з < 1; w rzeczy samej, dla szeregu 


=f 1 
(19) jest үа, = (5 


үл 


ааа. 


JE W tym przypadku mamy lim Ja, = 


п > Со 


pont CUTE 


= lim (5 J=: i „prawie“ wszystkie wyrazy są mniejsze 
yn 
od jednego. | 
Jest to właśnie, jak widzieliśmy (l. 50), okoliczność, 
która nie pozwala przy pomocy tego kryterjum rozstrzygnąć 
sprawę zbieżności lub rozbieżności szeregu. 
Otrzymamy kryterjum dalej idące przez porównanie 
szeregu badanego z szeregiem (19) jako przewyższającym, 


п> оо 


paz i: ereen Speen 
E LA jk A o 


| mianowicie: 
H Jeżeli istnieje liczba р>>1, taka, że „prawie“ zawsze * 
log - 
\ 1) Sn, (a, >0) 
|. logn 
kl to szereg (19) jest szeregiem przewyższającym dla szeregu 
p danego (1) i szereg dany jest zbieżny. . 


|| Z nierówności (21) otrzymamy: 

sl 1 1 1 

ti 1 je =: u Е =e 
og z RER, zh „176 <р? 


\ =т= zka АРАА БЕ 


* Określenie i własności logarytmu będą podane później. 
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a więc dla szeregu danego Ха, = а 0, +... а, +... 
n 
szereg (19) jest szeregiem przewyższającym; ponieważ z dru- 


giej strony s=u>l, to w tym przypadku szereg (19) jest 
zbieżny, a więc i szereg Łan. 


n 


Jeżeli istnieje liczba р < 1, taka, że „prawie“ zawsze 


— < u, to szereg Ха, jest rozbieżny. 
logn n Ў 


W rzeczy samej, wtedy, a, > ne а ponieważ s=pŅp <1, 
szereg (19) jest rozbieżny; szereg Ха, począwszy od pew- 
nego miejsca ma wyrazy większe od odpowiednich wyra- 
zów szeregu rozbieżnego, więc sam jest rozbieżny. 
Możemy, jak i poprzednio, zająć się bliższem zbada- 


niem ciągu * 

(22) жй КУЛЕ эш. Л ZIB 
RZEC T O 

którego wyrazy są „prawie“ wszystkie dodatnie, ponieważ 


(b, —> 0. 
Czytelnik udowodni, że szereg Ха, jest zbieżny, jeżeli 


ign 


najmniejsza z granic (22) jest większa od jedności; jeżeli 
zaś największa z granic tego ciągu jest mniejsza od jedności, 
to szereg У а, jest rozbieżny. 

Przez ponowne zastosowanie kryterjum zagęszczenia 
możemy udowodnić że szereg 

1 1 1 
201089): СПб ТО ШШЕН * 

jest zbieżny dla р>>1 i rozbieżny dla a 1; stąd drogą po- 
rownania, t. j. przyjąwszy dany szereg jako przewyższający, 
otrzymamy nowe kryterjum; w ten sposób dojdziemy do 
nieskończonego łańcucha coraz dalej idących kryterjów. Że 
każde następne kryterjum jest silniejsze od poprzedniego, 


* Przypuszczamy, że wyrazy а,, а,,... dy, .. szeregu są różne od 
zera; gdyby który równy był zeru, moglibyśmy ten wyraz opuścić. 


ZORY CENE Гк ЧАЛЫЫ 


ZE 


siwa Ey RESIZE eae 


ER 


meore 


Фасад 


кегал 


ze > 


CAE rE aAa 


реке араас четт" 
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udowodnimy * później, gdyż do tego przedmiotu wrócimy 
jeszcze raz, gdy zapoznamy się bliżej z funkcją logaryt- 
miczną. 


Zmiana porządku wyrazów w szeregu. Szeregi 
bezwzględnie zbieżne. 


53. Musimy przedewszystkiem ustalić dokładnie, co 
znaczy orzeczenie, iż dwa szeregi 
(23) dy +a + A; +... -|- a +... 
(24) bi Bs Fbs -|- ... 4-0-4... 
różnią się tylko porządkiem wyrazów. Znaczy to, że każ- 
demu wskaźnikowi n odpowiada zupełnie określony wskaż- 
nik w, taki, że a, równa się bw i odwrotnie, każdemu 
wskażnikąmi m drugiego szeregu odpowiada wskaźnik m 
pierwszego szeregu, taki, iż bw = а; odpowiedniość mię- 
dzy wskaźnikami n i n pierwszego i drugiego szeregu jest 
tu więc odwracalnie jednoznaczna. Taka odpowiedniość 
nazywa się inaczej doskonałą. Można więc krótko powie- 
dzieć: dwa szeregi (23) i (21) różnią się tylko porządkiem 
wyrazów, jeżeli między wskaźnikami tych dwóch szeregów 
można ustalić odpowiedniość doskonałą, taką, że odpowia- 
dające sobie w tem podporządkowaniu wzajemnem dwa 
wyrazy są równe. Zmienić porządek wyrazów szeregu — 
znaczy to, mając szereg dany, utworzyć nowy szereg, róż- 
niący się od danego tylko porządkiem wyrazów. 

Będziemy mówili, że dwa szeregi (23) i (24) różnią 
się tylko zmianą porządku skończonej liczby wyrazów, jeżeli 
można tak ustalić wspomnianą powyżej odpowiedniość 
między wskaźnikami n i m dwóch wyrazów obu szere- 
gów, że, zacząwszy od pewnego miejsca, zawsze n= n’; wtedy 
„prawie“ zawsze 8n = Op == On, gdzie $, i с, oznaczają sumy 
częściowe odpowiednio szeregów (23) i (24). Jeżeli więc szereg 


* Patrz ćwiczenie N. 35. 
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(23) jest rozbieżny, to i szereg (24) będzie rozbieżny; jeżeli ; 
szereg (23) jest zbieżny. i suma jego jest s, to i szereg (24) 

jest zbieżny i suma jego jest s. Otrzymany wynik wyrazić 

można wsposób następujący: zmiana porządku skończonej 

liczby wyrazów szeregu nie wpływa na zbieżność szeregu. 

Gdy taka okoliczność będzie zachodzić, powiemy inaczej, 

że „wolno* zmienić porządek wyrazów w szeregu. 

Celem naszym jest dojść do podziału wszystkich sze- 
regów zbieżnych na dwie klasy, na klasę szeregów, w któ- 
rych „wolno* zmieniać porządek wyrazów, i na klasę ta- 
kich szeregów, w których „nie wolno* zmieniać porządku 
wyrazów. Zanim poznamy najobszerniejszą klasę szeregów, 
w których „wolno* zmieniać porządek wyrazów, udowod- 
nimy, że szeregi, w których wszystkie wyrazy są tego sa- 
mego znaku, t. j. bądź wszystkie dodatnie, bądź wszystkie 
ujemne, należą do tej szukanej klasy szeregów. 

Twierdzenie. Jeżeli w szeregu zbieżnym wszystkie wy- 
razy są dodatnie, to „wolno* w nim zmienić porządek 


„wyrazów. 


Założenie: Szeregi (23) i (21) różnią się tylko porząd- 
kiem wyrazów; szereg (23) jest zbieżny. Wyrazy tego sze- 
regu są dodatnie. 

Teza: Szereg (24) jest także zbieżny i suma jego est 
równa sumie -szeregu (23). 

Dowód: Niech s, oznacza sumę częściową n wyrazów. 
szeregu (23), a с„ sumę częściową m wyrazów szeregu (24). 


Na mocy założenia lim s, =s, przyczem ciąg 5,, S2, S3,..., Sn- 
п > со 


jest rosnący. Każdemu składnikowi 2, sumy Om =D, + b -- 
-bs +-... ++b„ odpowiada, na mocy założenia, równy mu 
wyraz а, należący do pierwszego szeregu; gdy k przybiera 
wszystkie wartości całkowite od k=|1 do k=m, wskaźnik 
k' przybiera pewne wartości, z których niech n będzie naj- 
większa. Jasna rzecz, że w takim razie s„=a,-|-a,+-... -- a, 
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zawiera wszystkie te składniki, które wchodzą w skład 
sumy Om; ponieważ zawierać może oprócz tego i inne 
składniki, a składniki są dodatnie, więc Om X Sn <s; ciąg 
бү, бу, бу,..., Ст... jest ciągiem rosnącym, ograniczonym od 
góry, bo с„<8 dla każdego m; taki ciąg posiada granicę 
lim Cm = 6, przyczem ð< s. 


т оо Р 
Udowodniliśmy więc, że szereg (24) jest zbieżny. Spoj- 
rzawszy na założenie, widzimy teraz, iż (24) spełnia te 
wszystkie warunki, które założyliśmy co do szeregu (23). 

Możemy powtórzyć powyższe rozumowania, zmieniwszy 
rolę szeregów (23) i (24); zamiast nierówności 6ņ <s, otrzyma- 
my teraz, oczywiście, 5„< 6, skąd lim s, сб, a więc so. 


. m -> оо 
Zestawiając nierówności o< s i s< б, wnioskujemy, 
że musi być с=з. 
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Wniosek I. Ten sam dowód stosuje się w przypadku, 
gdy wszystkie wyrazy są ujemne. Twierdzenie możemy 
więc uważać za udowodnione w przypadku, gdy „prawie“ 
wszystkie wyrazy szeregu są tego samego znaku. 

Wniosek II. Jeżeli w szeregu „prawie“ wszystkie wy- 
razy są tego samego znaku i jeżeli szereg jest rozbieżny, 
to przy każdem innem uporządkowaniu wyrazów tego sze- 
regu otrzymamy szereg rozbieżny. Dowód przez sprowa- 
dzenie do sprzeczności. 


54. Szeregi bezwzględnie zbieżne. 

Szereg nazywa się bezwzględnie zbieżnym, jeżeli inny 
szereg, utworzony z jego wartości bezwzględnych, jest 
zbieżny. н 

Twierdząc, że szereg а, +- a, +- a, 4... + а +... jest 
bezwzględnie zbieżnym, nie zakładamy wcale, że posiada 
on sumę, zakładamy tylko, że inny szereg, mianowicie 
lal- la| + lal +... -+ lanl... posiada sumę, czyli jest 
zbieżny; okazuje się atoli, że to założenie pociąga za sobą 
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istnienie sumy i dla szeregu а, + о, + a, +... F 4... 
W rzeczy samej, ponieważ szereg > |а, jest zbieżny, do 
każdej dowolnie małej liczby dodatniej e można tak do- 
brać liczbę лу, by dla n.>n, >m, zachodziła zawsze nie- 
równość: 

am| + |an Hi] + lainta F -*- 14 CE; 


lecz |an, + а 41+ ämpo `+... tan |а| |а, paj Po + а»; 


stąd an, 4+ anpi + into + +.. + dn, LE, 
skoro tylko л, >л, >л; a zatem szereg Ха, jest zbieżny 
na mocy ogólnej zasady zbieżności (patrz l. 45). 

Do tego samego wniosku dojść możemy na innej dro- 
dze. Niech 


Un = $ (а,|--а,), Un = $ flan! — an}; 
gdy aae O дом Z TR MAŁE 
gdy p REJ SR GD" AERA 

W szeregąch: u,, Wy, t/5,.:., Unm- 1 


~ 


РА ОХ У : 
opuśćmy wyrazy, równe zeru; otrzymamy wtedy dwa nowe 
szeregi, których wyrazy stanowią odpowiednio wyrazy do- 
datnie i wartości bezwzględne wyrazów ujemnych szeregu 
danego Ха, w tym uporządkowaniu, w jakiem następują 
po sobie w szeregu Ха, 

Niech Sn, S'n i s”, oznaczają odpowiednio sumy częś- 
ciowe n wyrazów szeregów Łan Хи, i Że, a On sumę 
częściową n wyrazów szeregu È a,. 

W takim razie: 
==5'„— 8% 


$ 


ГА ' 
0, 8, 58 


(25) 
Rozróżnić możemy teraz trzy przypadki. 
1) Oba szeregi o wyrazach nie ujemnych Хи, і Zo 
są zbieżne. 
2) Jeden z tych szeregów jest zbieżny, drugi rozbieżny. 
3) Oba szeregi Хи, і Хо, są rozbieżne. 
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W pierwszym przypadku mamy lims =s,lims = s” 
~ v „ n н 1 
н —> со п > со 


a ze wzorów (25) wynika, iż 


lim S, = s = s — s” 
н> оо 
lim 6, = 6 А 4 s” 


п—>со 

Z ostatniej równości wnioskujemy, że szereg Z |, jest 
zbieżny, czyli otrzymaliśmy twierdzenie następujące: 

Jeżeli dwa szeregi, utworzone odpowiednio z wyrazów 
dodatnich i z wyrazów ujemnych szeregu Ża,, są zbieżne, 
to szereg Ха, jest bezwzględnie zbieżny 

Twierdzenie odwrotne jest także prawdziwe: jeżeli 
szereg jest bezwzględnie zbieżny, to zbieżnemi są również 
dwa szeregi, utworzony jeden z dodatnich jego wyrazów, 
drugi z ujemnych. 

Z założenia wynika bowiem, że 6, Co, a z (25) wynika, 
że 3<б„<с i s,<o„<6; ciągi s, i s, są monotoniczne, 


więc granice lims, i lim s” istnieją, co należało udowodnić. 


п > со n oco 


Udowodnimy teraz, że dowolne przestawienie wyrazów 
szeregu bezwzględnie zbieżnego nie ma żadnego wpływu 
ani na jego zbieżność, ani na sumę szeregu. 

Na mocy założenia szeregi Ха, i Zb, różnią się tylko 
uporządkowaniem wyrazów. Utwórzmy szeregi Zz, i Żyw, 
analogiczne do szeregów Хи, і EUn, posługując się szere- 
giem Уһ, zamiast Ха,, to jest, kładąc z, =4(b, Æ} bn}, 
Yn = $ (10, — bn}. Niech p, i р” oznaczają sumy częściowe 
m wyrazów szeregów 22, і Zy, a p, — sumę częściową 
m wyrazów szeregu Żb,„. Mamy wtedy 

Pn =P, —Py: 

Szeregi Za, i Zun, о ile uwzględnimy tylko wyrazy 
różne od zera, składają się z tych samych wyrazów do- 
datnich, tylko porządek ich jest inny; tak samo szeregi 
Уу, i Zon; stąd-wniosek, iż lim з, = іт р, = 5" 

п> со п > оо 
і lim зи = lim р” = s”; ponieważ zaś 


Pn=P, —P, 
więc, przechodząc do granicy, lim s, = іт s— lim 8, =s—s”» 


n 


lim pn= limp, — lim p, = s — s”; ostatecznie więc 


п->со п> п > оо 


limpa =lim-s„=8 


п > со п > оо 

55. Udowodniliśmy, że w szeregach bezwzględnie zbież- 
nych „wolno* zmieniać porządek wyrazów. Udowodnimy 
teraz, że tylko szeregi bezwzględnie zbieżne OS tę 
własność. W tym celu wróćmy do szeregów Хим, i EUn. 
Wiemy, iż zbieżność obu tych szeregów pociąga za sobą 
bezwzględną zbieżność szeregu Ха, i odwrotnie. Mamy 
jeszcze dwie możliwości: jeżeli jeden z tych szeregów jest 
zbieżny, a drugi rozbieżny, to szereg dany Ха, jest, oczy- 
wiście, rozbieżny, gdyż wtedy wartość bezwzględna sumy 
częściowej $, tego szeregu na zasadzie (25) dąży do nie- 
skończoności. Taki szereg rozbieżny będziemy nazywali 
bezwzględnie rozbieżnym i żadna zmiana porządku wyra- 
zów nie może przekształcić go na szereg zbieżny. 

Jeżeli wreszcie oba szeregi Хи, i Хо, są rozbieżne, 
a szereg Ха, jest zbieżny, to szereg Ż|a„| jest, oczywiście; 
rozbieżny. a ze zmianą porządku wyrazów szeregu, jak za 
chwilę zobaczymy, zmieniać się będzie suma szeregu Ха,, 
przyczem można nawet otrzymać tą drogą szereg rozbieżny. 

W tym celu udowodnimy twierdzenie następujące: 


Jeżeli w szeregu Ха, mamy lima„=0, a szeregi Èun 


п> оо 
і Уо, są oba rozbieżne, іс można zawsze znaleźć takie 
uporządkowanie wyrazów tego szeregu, by suma szeregu 
równała się dowolnej liczbie с, danej zgóry. Nie zakładamy 
tutaj nawet zbieżności szeregu Ха,. 
Niech a będzie liczbą daną. Utwórzmy szereg z wy- 
razów szeregu Ża„ w sposób następujący. W szeregu Èun 
opuśćmy wyrazy równe zeru; otrzymamy wtedy zbiór 
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Cis Cz, Cgy..., ©ту... Wyrazów dodatnich szeregu Ха»; w sze- 
regu Хо, opuścimy również wyrazy równe zeru; otrzymamy 
wtedy zbiór dy, də, dy,..., d,v,... wartości bezwzględnych | 
wyrazów szeregu Ха,. Szereg Ха, składa się z wyrazów | 
Cm 1 — dw, połączonych ze sobą w pewnym bliżej nas nie 


obchodzącym porządku. Nowy szereg utworzymy z liczb 


Cm i — dw w sposób następujący: niech 


с; + Ca -- >.» = Ci >0; 


niech teraz p, oznacza taką liczbę, by 


lecz 


CRS мекке тем оч 


GG +... + © — Ф — 4 — d4— ..— dy —1>0, 
co jest, oczywiście, zawsze możliwe. Niech р, oznacza taką 
liczbę, by 
GPRS UGA. RET УТЕ АЙ Даш ZA CHE ŻE 


lecz 


cze HO dr А аЙ Н И lig 00. ЕДЕ саца 
w ten sposób postępując dalej, dojdziemy do szeregu nieskoń- i 
czonego, w którym po р, wyrazach (c) następuje p, wyrazów 


(d), 


potem р, wyrazów (c), potem р, wyrazów (d) i +. d. 
Niech S, oznacza sumę częściową Ё wyrazów otrzy- 


manego szeregu nieskończonego. Szereg ten składa się z tych 
samych wyrazów, co i szereg У а, przyczem uporządko- 
wanie jest takie, że spełnione są warunki 


Su FG, Баа < a, © 1> a 
Stnt ŻA иа piugrug—1 KO Sq изнад 0; 
Są ++нә-Ен3-Ен4—1 >а 
Supustustutts > 95 Sumtuatustuatus— Z © 1 t. d. | 

Stąd wynika, że 

0 46 э Sakus <du 

O< Sutuatus — 6 Cutus 

0< о. —-Sutustustug < Auo+us 

0 < $и,-+нә-низ-+4-Еи5 — UL Ci изи 
d. A więc 


[Бул ER al 


125 


dąży do zera, gdy k rośnie do nieskończoności, przybiera- 
jąc wartości ciągu: 

(26) Hr р Pi Poz M Pa + Ps Pa 

Tak więc Ііт 5; = о, o ile Æ dąży do nieskończoności, 
przybierając ciąg tylko co wskazanych wartości. Jeżeli te- 
raz k nie należy do wspomnianego ciągu (26), to można 
znależć w tym ciągu (26) dwa wskaźniki kolejne Z і p 
takie, że 

(27) ©:<5к< 5 lub S> Sx > Śp, 

zależnie od tego, czy / zajmuje w (26) miejsce parzyste 
lub nieparzyste; gdy Ё—> оо, to / i p zmierzają do nieskoń- 
czoności 5; a i 5, - а; stąd wniosek, że lim 5. = 0, co 


п со 


trzeba było udowodnić. 

W poprzedzających rozumowaniach a miało wartość 
stałą; zamiast tego można wziąźć szereg wartości, stano- 
wiących ciąg a,, g., а,,... Dla udowodnienia, że przy 
odpowiedniem uporządkowaniu wyrazów z szeregu da- 
nego Ха, można otrzymać szereg rozbieżny, wystarczy 
założyć, że ciąg о,, 0, с„,...‚ ©,,... jest rozbieżny, i rozu- 
mować jak poprzednio. Szczegóły dowodu zostawiamy czy- 
telnikowi. 

Jeżeli szereg jest zbieżny, ale nie jest bezwzględnie 
zbieżny, to należy do ostatniej z trzech rozpatrywanych 
kategorji szeregów, t. j. do szeregów, których suma zależy 
od porządku składników. 

Zatem tylko szeregi bezwzględnie zbieżne mają sumę, 
wyznaczoną przez wyrazy, niezależnie od uporządkowania. 
Stąd wynika, jak ważną klasę stanowią szeregi bezwzględ- 
nie zbieżne; tylko dla tych szeregów pojęcie sumy jest 
analogiczne do sumy skończonej liczby składników. 


56. Szeregi zbieżne, które nie są bezwzględnie zbieżne. 


Szeregi takie nazywamy niekiedy warunkowo zbież- 
nemi, mając na myśli, iż tym warunkiem jest stosowne 
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uporządkowanie wyrazów. Badanie tych szeregów jest da- 
leko trudniejsze od badania szeregów bezwzględnie zbież- 
nych. W tym rozdziale dany przykład tworzenia niektó- 
rych szeregów warunkowo zbieżnych; w tym celu podamy 
na początku parę twierdzeń pomocniczych. 


Twierdzenie pomocnicze pierwsze. 

Jeżeli szereg o wyrazach dodatnich Za, jest zbieżny 

и i jeśli liczby w,. us, Ugn Un.. Stanowią ciąg ograniczony 

od góry i od dołu, to szereg Za, u, = du, + аи, F аи, F... 
„Чат, +... jest zbieżny. 

А Z założenia wynika, że jum < M dla każdego m i że 

każdej dowolnie małej dodatniej liczbie e można podpo= 

rządkować taki wskażnik n, iż dla m>m, i dowolnego p 


Е, 
An H anya | An49 | ke |- Anto < 
Stąd 

(Antin F Anyi > 21: F ар Unto) <| On F Oni 4. F Ant M CE 
| A więc na mocy ogólnej zasady zbieżności (patrz l. 47), 
szereg а, -F Qot/, аи, F e F аи, +... jest zbieżny, co 
trzeba było udowodnić. 

(SB Uwaga. Czytelnik wyprowadzi jako wniosek z tylko 
| co udowodnionego twierdzenia, że szereg jest zbieżny, je- 
żeli szereg, utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów 
Б, szeregu danego jest zbieżny. Wystarczy uczynić liczby ciągu 
fi 1, Ug, Ug, odpowiednio równymi -+ 1 albo — 1. 


Twierdzenie pomocnicze drugie. 


Jeżeli u,, Us, Ug,..., Uny. stanowi ciąg malejący, taki, 
iż lim „= 0), i jeśli sumy częściowe szeregu Ха, stanowią 


|! п > со 
ciąg ograniczony od góry і od dołu, to szereg 
È A Un = GU, F йи» |... jest zbieżny. 

Wychodzimy z teżsamości: 
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аги, F 0и, F ... F аи, = зу иу -|- (Sa — 8,) Ug 

(28) (s; — ,)и, +... F (Sn — Sn) Un = s, (u, — Ua) H 
F Sg (tig —uz)-|-S; (u, — u,) +... | Sns (Uni — u) F Sntln, 
gdzie, jak zwykle sy=a,-+a,-Ha, +... -H а, a więc 
dy = Sk — Sk. 
Zauważmy teraz, że szereg 

(u, — us) + (u, — Ua) 4...4 (un — tn) +... 

jest zbieżny, ponieważ suma częściowa n jego wyrazów 


równa się 0, — иһ, A ір uny = 0. 
п—>со 


Na mocy założenia istnieje taka liczba M, iż |s„ <M 
dla każdej wartości m. Na zasadzie więc twierdzenia po- 
mocniczego pierwszego, szereg 


(29) s (a иу (ын) +. (0,0) +... 1(0 1—0)... 
jest zbieżny. 

Lecz z (28) wynika, że suma częściowa ж wyrazów 
szeregu Ża„u„ równa się sumie częściowej n — 1 wyrazów 
szeregu zbieżnego (29) więcej wyraz Snn. Na mocy zało- 
żenia u„ > 0, jak również Snn > 0, a zatem au, -+ agug}... 
Ч аи, dąży do tej samej granicy, co szereg zbieżny 
(29), czyli szereg Хаи, jest zbieżny, jak to trzeba było 
udowodnić. : 

Uwaga. Tylko co udowodnione twierdzenie stoi w bliz- 
kim związku z tak zwanem twierdzeniem pomocniczem 
Abela: 

Jeżeli liczby dodatnie %,, s, 0, ..., Um... tworzą ciąg 
malejący i jeżeli wszystkie sumy częściowe szeregu 
È an = а, а-а, +-.. а, -|-... są zawarte między liczbami 


u 


n 
А i B, to suma Zuza czyli ua, + usa, +... -Hunan spełnia. 
k=l 
nierówność 
n 
Амч,<Умьак< Ви, 
N=1 


W rzeczy samej, 


> 
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| 
(30) 140, -H lollo H uga; +. Hun An = (ty — t) S1- (Ua — úg) S2 F 
(u; JB; еба а SE 1-448; 

gdzie `з,==а,, Sa = ау-|-а,....‚ 5»== а, + 04 +... @; 
ponieważ ciąg мү, Us.. Un.. jest malejący, wszystkie róż- 
nice U, — Ug, Ug — Ug, Ug — U, U, —1— Ча SĄ dodatnie, a więc 
z (30) 

uly Ay F lo lg H ... H Un On < 2{(и,— t) + (ti — из) (tig — ty) F -o 

na F (Un — tin) М»), t. j. й0,-1-1%50,-- ... Lu, a, C Bu. 

Tak samo wynika z (30), że 

| | 
U4 Oy | U; lg H.F Un n > А 0) 4-00 uz) F (4; —u,) |=. 

«ee F (Uin — Un—1) F Wn); 
czyli ма, 4+ Ugly F ... F „а> Ам, 

Wniosek: Jeżeli wyrazy szeregu są kolejno dodatnie 
i ujemne, a ich wartości bezwzględne tworzą ciąg male- 
jący, dążący do zera, to szereg jest zbieżny. 

Wystarczy zastosować twierdzenie pomocnicze drugie, 
przyczem bierzemy a, =(— 1)"*'; sumy częściowe szeregu 
Уа, są w tym przypadku ograniczone od góry i od dołu. 
Jeżeli liczby dodatnie t, м, W5,..., Un,... tworzą ciąg male 
jący i lim u, = 0, to jak wiemy, szereg Хаи, jest zbieżny; | 

n->co 
ponieważ а„==(— 1)"+!, więc Danun daje nam szereg: 
i — Ug + U5—W4, +... F U9p—1— Мәр... 

Taki szereg nazywają niekiedy przemiennym. 

Zbieżność szeregu przemiennego, gdy -spełnione są 
wspomniane tylko co warunki, ustalić można także i bez- 


u 


pośrednio. 

Sap = (и, — 14) + (u; — u,) +... + (U2p—1 — әр); 
ponieważ różnice w nawiasach są wszystkie dodatnie, więc 
(31) So KS, LSe L-e KS2p U S2p+2Ł:--) 
czyli sumy częściowe o parzystych wskaźnikach tworzą 


— m 


ciąg rosnący. 
Sappi FU, — (44 — Ug) — (u, — ш) — ... — (из, — чәр); 
więc 


432) 8122532285 > 1... $2p—1> $2p+12> +11 
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czyli sumy częściowe o wskaźnikach nieparzystych tworzą 
ciąg malejący. Zauważymy dalej, że 


(33) Sap <L 82} SE <<, 
(34) р ją 2 
Na zasadzie (38) ciąg rosnący » (31) jest ograniczony od 
góry, posiada więc granicę lim ss, = 5; tak samo па mocy 
p > 
(34) ciąg malejący (32) jest ograniczony od dołu, posiada 
więc granicę lim 5911 =0. Lecz $911 — S$, = Uap; przecho- 
p —> со 
dząc do granicy, mamy: 
lim Soppi — lim 59р = lim Мор-+1; 
p> р> р z 
ponieważ lim s>,,, = 5, lim s% = $, PES =0, więc 
> р> р” > 00 


р 
c—s=0, czyli c=s. 

Przy pomocy twierdzenia o zbieżności szeregu prze- 
miennego łatwo uzasadnić następujące przykłady na sze- 
regi warunkowo zbieżne. 

Przykłady: 
| SERY PE Р 1 (— 1)"+! 
ЕТУ ИЙ оч асг ъд 
jest zbieżny, bo jest to szereg przemienny, w którym war- 
tość bezwzględna składników tworzy ciąg malejący, dążący 


1) Szereg |= 


do zera, gdyż wartość bezwzględna ogólnego wyrazu jest 


Szereg ten nie jest jednak bezwzględnie zbieżny, gdyż ciąg, 
utworzony z wartości bezwzględnych wyrazów tego szeregu, 


Н З 4 że: PE jest rozbieżny; istotnie, jest to 
ONA иды. n J y 


szereg harmoniczny (l. 44). 
ру 
2) Szereg сы зт } — Rece И -<- 
у ЫНАА yn 
jest zbieżny na tej samej podstawie, co poprzednio; ponie- 


waż w szeregu A 2 -H - -L „A WĘRY і 
l y2 үз үч \ 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 


130 
wyrazy 5з, począwszy od drugiego miejsca, większe od odpo- 
wiednich ws razów szeregu harmonicznego, więc ten drugi 


szercg jest rozbieżny. 


1 1 1 1 
3 Szereg — „Ме -+ ТЕС "TEE о Ake 
) W "To NAE SA 8411 


| Игр? A 1 
R NE (5 kasi 3 1) ыр: 
pe )=>h43+3+-+5h 
vp+1—1 vptlrl PZP 
pomimo, że to jest s/ereg przemienny, w którym wartość 
bezwzględna wyrazu ogolnego dąży do zera; nie powinno 
to nas dziwić gdyż ciąg 
1 1 1 1 1 1 


V2-T V2+1 yY3-1 үздү Т V4+1 
nie jest malejący Gasbysmy liczby tego ciągu uporządko- 
wali w ten sposob, by otrzymać ciąg malejący i następnie 
utworzyli szereg przemienny 

1 | 1 1 
RZE E T C EE Уй, 
y2—t үз-—-1 ү4—1 үз —1 

| 1 1 1 


== +—— -t - +.. 
JM=1 ај VIŻ+1 713—1 341 
to otrzymalibysms szereg warunkowo zbieżny. 
4) Szereg 
1 1 1 1 1 1 
ое Жау, м рд. c (ZWEI 
TART 1° 5 Oda sA 1) Дал? 


jest rozbieżny, gdy 5<`0; jest warunkowo zbieżny, gdy 


wykładnik s spełnia warunek 0<s< 1; jest bezwzględnie 
zbieżny. gdy s>1. 


Uwaga. Szeregi przemienne, któremi zajmowaliśmy 
się przed chwilą, należą do kategorji szeregów, w których 
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wartość bezwzględna reszty mniejsza jest od wartości bez- 
względnej ostatniego uwzględnionego wyrazu. W rzeczy 
samej, niech s oznacza sumę szeregu przemiennego ш, — u -- 
Fu — w -+-.... w którym w >u >и, >... i limun =U. 


п—>со 
Jak widzieliśmy s jest zawarte między dwoma kolejnemi 
sumami częściowemi Sg, i әрт, t j. S2p>8>8241 dla każ- 
dej wartości p. Stąd 
О< зәр — SK Sop—1 — Sy, 1ECZ S2p— — 5ор = Мор, 
О<5 — Sep 5р — S2p, lECZ 8р 
czyli 


Sop = UQp+-1, 


89р — Мәр< 5 < S9p—1 
Sap LSK Sop | әрі, 
albo inaczej: 
S = Ug — U 4-и, — U, +... F мора — 9.0 
S = Ug — U F Ug — W, |... — Чәр F È Uap, 
gdzie © oznacza liczbę, zawartą między O a 1, t.j. 0<9<1. 
Wprowadzając resztę (patrz 1. 47), możemy otrzymany 
wynik wyrazić jeszcze w sposób następujący: kładąc 
S= Ssn FH Rm Ra <и, czyli |0, = 9.0.1, niezależnie od 
tego, czy n jest liczbą parzystą, czy nieparzystą. Innemi 
słowy, jeżeli zamiast sumy szeregu weźmiemy sumę jego 
m pierwszych wyrazów kolejnych (t. j. sumę częściową s), 
to popełnimy błąd Rn, który co do wartości bezwzględnej 
jest mniejszy od „ү, a więc tembardziej mniejszy od un, 
t. j od wartości bezwzględnej ostatniego z kolei składnika 
sumy Sn. 


57. Deiałania nad szeregami. 
Dodawanie szeregów. 
Gdy dane są dwa szeregi: 


(35) + 04 a, +... 0+4... 
(36) dB 8... 00... 
to szereg 


(87) (2,6) +(a +2) + (0,0) +... 0а) +. 


nazywamy sumę dwóch szeregów (35) i (36). 


Гаара 


| — m ENEA TAAA NAWY еа сә че 


MORELE 
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Jeżeli szeregi (35) i (36) są zbieżne, to zbieżnym jest 
i szereg (37) i suma tego szeregu równa się sumie pierw- 
szego z tych szeregów więcej suma drugiego. 

W rzeczy samej, niech Sn, с, i Sn oznaczają sumy 
częściowe odpowiednio szeregów (35), (36) i (37); według 


założenia lim 5, =$, lim с, = с; z drugiej strony 
nn j п > оо 
Sa = 5, E On; 


przechodząc do granicy, otrzymamy: 


lim KAŻ = lim Sn ЕБ lim Onr =S + 6, 
n й > с no 
co dowodzi, że szereg (37) jest Ау і вита jego równa 


się = с. 

Jasna rzecz, że zamiast dwóch szeregów składowych 
(35) i (36) może być ich więcej, np. trzy, cztery, i t. d., 
w każdym razie liczba skończona; w każdym z tych przy- 
padków stosować się będzie twierdzenie, analogiczne do 
udowodnionego. Jeżeli szeregi (35) i (36) są bezwzględnie 
zbieżne, to i szereg (37) jest także bezwzględnie zbieżny. 

Analogiczne określenie i twierdzenie stosuje się do 
odejmowania szeregów; w szczegóły nie ma potrzeby wcho- 
dzić, gdyż między dodawaniem a odejmowaniem szeregów 
istotnej różnicy niema. 

Mnożenie szeregów. 

Działanie, przy pomocy którego z szeregów (35) i (36) 
tworzymy szereg 
(38) -. а,Ь, + (ab, + aba) + (а,Ь, + ab, + а) +- 
którego wyraz ogólny jest 

anb, -H ani bs + а-ә... F ag bn- 1 F а, ә, 
nazywa się mnożeniem szeregów. Dla skrócenia szereg (38) 
oznaczać będziemy przez Żc,, tak, iż c, = а,0,, 

Ce (0,5, F а,0,), cz = (а,Ь, F 045, FA з bt, ;@; 

Przy mnożeniu szeregów mogą żachódzóć okoliczności 

bardziej złożone, niż przy dodawaniu szeregów; naprzykład, 


=p LLL. 
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może się zdarzyć, że szeregi (35) i (36) są zbieżne, ale sze- 
reg (38) jest rozbieżny. Taka okoliczność zajść może zresztą, 
jak zaraz zobaczymy tylko wtedy, gdy oba szeregi są wa- 
runkowo zbieżne, ale i to nie zawsze. 
Dla przykładu utwórzmy szereg, który powstaje przez 
mnożenie szeregu zbieżnego (warunkowo) 
1 1 1 1 1 


yE ү2 E ET = 
przez siebie (podnoszenie do drugiej potęgi). W tym przy- 
SBE” 


padku а, = bn = ——,‚ wyraz zaś ogólny szeregu (38) 
ү? 

daje: 
(89) а P+ 

Jin” 029—2) Arep 

zj RZ WE zk 
EHE ÓW RR \п.1 
c(n--1—r)=—2* +( Жек 1) ==} i(n - 1)#—[2#— (n+ 1)]#} 
Maximum trójmianu — 2*+- (n-- 1)2 zachodzi dla 2 =" - 
i równa się ł4(n +1); a więc c(n--1—a)<+4(n--1)?, 
1 2 

t(n--1—zr)<ż(n--1)) ә dla każ- 
Y A ) ү2(п 4-1 — 2) n+l 


dej wartości 2 w przedziale od x= 1 do z=n. 
Wyraz ogólny |c„, jak wynika z (39), jest sumą wyra- 


9 
zów, z których każdy jest nie mniejszy od TEP stąd 
í 2n Tr zed ; Ў 
|С»| >> = +1 z nierówności tej wnioskujemy, że w szeregu 


Èc, wyraz ogólny mie dąży do zera, gdy m—> оо, czyli nie 
jest spełniony warunek konieczny zbieżności (1. 46). Niech 
X oznacza dowolną liczbę dodatnią mniejszą od 2; na za- 


sadzie nierówności |с„| > możemy nawet twierdzić, 


2m 
n--1 


ZZ O 


TWEN" U OE валаа л р  DZZ a 
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że w szeregu Х |с, prawie wszystkie wyrazy są większe od А. 
SZA 

Jeżeli weżmiemy арр to otrzymany sze- 
reg Ус, będzie zbieżny (patrz ćwiczenia N. 30 i 31). 

Iloczyn dwóch szeregów zbieżnych może być szeregiem 
rozbieżnym, jak przekonaliśmy się przed chwilą; lecz jeśli 
iloczyn ten jest szeregiem zbieźnym, to suma tego szeregu 
musi się równać iloczynowi sum dwóch omawianych sze- 
regów. Twierdzenia tego dowiódł Abel. Wskazówki, ty- 
czące się dowodu tego twierdzenia czytelnik znajdzie 
w dziale ćwiczeń i zadań, patrz ćwiczenie N. 30. 

W tym miejscu udowodnimy, że iloczyn dwóch. sze- 
regów zbieżnych, z których jeden przynajmniej jest bez- 
względnie zbieżny, jest zawsze szeregiem zbieżnym i suma 
tego szeregu równa się iloczynowi sum tych dwóch oma- 
wianych szeregów (twierdzenie Cauchy-Mertensa). Zakła- 
damy, iż szeregi (35) i (36) są zbieżne, przyczem np. 
pierwszy z nich, t.j. (35) jest nadto bezwzględnie zbieżny. 

Oznaczmy przez Sn, On i 5, sumy częściowe n wyrazów 
szeregów (35), (36) i (38) i utwórzmy różnicę 5” „== 8—86, 
którą uporządkujemy według porządku wskaźników litery a. 


S„=(c,+c-+-...-Eca) - (a,--0,+-.. --a,)(5,25. .--b„) = 
=, (bn F. Flow) F деру Ora oh born Т.б ар 
HB Gg py (буй. А06 fa (lg E O E Oaa) 1.0: 3 


a więc, oznaczając dla skrócenia przez оу wartość bez- 
względną wyrazu а, czyli, kładąc ок = |4, 
(40) 5, < 05. Da m1 0, IGR +b t dg. bazy bryg i bora 
+, т. HI + 
Or AB BG. Ён Fana. |0, Гб Ong] "x 
+в. |0, | 
Ponieważ szereg (35) jest bezwzględnie zbieżny, więc 
można znaleźć taką liczbę M, iż suma 


о |9 4... а = |; F lal + 1 
jest mniejsza od M dla każdej wartości wskaźnika m. 
Ponieważ szereg (36) jest zbieżny, więc można znaleźć 
taką liczbę M”, iż dla każdej wartości m 
|2; F ba + bz --- + bm <M. 
Niech = oznacza liczbę dodatnią. dowolnie małą; do 


liczby e możemy dobrać taką liczbę »,, 12 dla każdego 
n>n, i dla każdego p 


> Е 
(41) nt | On | - - + nme < у EM 


; g 
(42) dna F dna +. | ар <и + М' 


wynika to ze zbieżności odpowiednich szeregów. Uwzględ- 
niając (42), z nierówności (40) otrzymamy: 


841%. з) grz go HM (an Fana... F an), 
ALT 4 


skąd dalej 
- € Е, 
S „| <M , LM , czyli |S/„|<e 
wx vB" МЕМ” * | 
Ponieważ - 
S'n = Se, — s„6,, więc lim (Sz, — SnOn) = 0, 
п->со 
czyli 
lim Sa, = lim Sn. lim ба ==5 26 
п > со п э со п > оо 


t. ј. sumy częściowe parzystej liczby składników szeregu 
(38) dążą do granicy s.o. 

Oznaczmy przez 5”„ różnicę 931 — Snę1-0n+13 Przy 
pomocy analogicznego rachunku dojdziemy do wniosku, 
że lim 5”, = 0), a więc lim 8,41 8.5. 


п- оо п> оо 
Stąd wniosek, że szereg (38) jest zbieżny i że suma 
jego równa się s.c, jak trzeba było udowodnić. 
Jeżeli nie tylko szereg (35), ale i szereg (36) są bez- 
względnie zbieżne, to szereg (38) będzie nie tylko zbieżny, 


манын Ачей Л ча) (арча е жеө: АЁ 


Pw DZE а Жай г: SZARO ZOO a 


1ч EEE JARY W "TE OE ANIE 
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ale nawet także bezwzględnie zbieżny. Dowód, jako bardzo 
łatwy, zostawiamy czytelnikowi. 

58. Szeregi podwójne. 

Są to szeregi, których składniki dane nam są w postaci 
ciągu podwójnego: 


а, dg а,» (ди 
алаад (>, 
йу lgo Agg An 
EBAY = OA AA 


Oznaczymy przez s„„ sumę wyrazów zawartych w m wier- 
szach i n kolumnach poprzedniej tablicy, t. j. 


Виа 049 +... tn) TF A 495454 n + 
+ (Gry F а F + mn) 

Szereg podwójny nazywa się а jeśli suma Sp 
dąży do określonej granicy s, gdy mim dążą do nieskoń- 
czoności, niezależnie od prawa, według którego rosną m i m. 
W przeciwnym razie szereg nazywa się rozbieżnym. 

Możemy naprzykład przejść do granicy w następujący 
sposób, który nazywamy sumowaniem wierszami: tworzymy 
naprzód sumy wyrazów pierwszego, drugiego wiersza 
кейе zt 


| 


1. 
са Г dys к н „+ dm Ki) Si 


5 + dzą + a łach 
di Ed Amo A па. zie П, "a ЖМ Sm 


I 


wo 


Następnie А. szereg s гү BR opa E Sm F- 
Zauważymy, iż 


84 = lim Sins Si — Są = lim Soy, 8] = S + ... -f Sm = = іш Śmny 


п => сс n> oo nt 


so REDA 
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tak iż suma szeregu s, + 5, +s, |... == lim (lim 5„„\; oczy- 
O W” Go 


wiście, przyjmujemy, iż wszystkie granice, o których tu 
mowa, istnieją. 

Możemy przejść do granicy podwójnego szeregu, su- 
mując kolumnami, t. j. tworzymy naprzód sumy wyrazów 
pierwszej, drugiej kolumny i t. d., czyli 


а F dg; F Gg, |... Om +... = 04 
а» 9% +- dg +... + 04... 203 


Następnie tworzymy szereg о, + о, | Gy |-...|- On +... 
którego suma, о ile istnieje, równa się oczywiście 
lim ( lim Śma|- 


п > oo \m -> со 

Widzimy, iż sumowanie szeregów podwójnych jest 
w ścisłym związku z sumą nieskończonej liczby szeregów. 
Jeżeli szereg podwójny jest zbieżny, to oba wyżej wymie- 
nione sposoby powinny dać tę samą sumę, t. j. 


lim е Śmn | = lim ( lim $mnu) = 8; 
т -> со\п 7% со п 7%» oo M Э» cx 


ale i każdy inny sposób sumowania powinien dać tę samą 
granicę; tak, np. także lims„„=s it. d. 

Łatwo dać przykład stwierdzający tę okoliczność, że 
sumowanie wierszami, może dać liczbę inną, niż sumowa- 
nie kolumnami, tak, iż z istnienia jednej z tych sum nie 
można wnioskować, iż szereg podwójny jest zbieżny. Może 
się nawet zdarzyć, iż sumowanie wierszami i kolumnami 
daje tę samą sumę, ale sumowanie według innego prawa 
daje co innego. 

Dla utworzenia odpowiednich przykładów, zauważmy, 
iż znając wyrażenie sum częściowych s„„ w zależności od 
m i n, można z łatwością odtworzyć składniki &mn odpo- 


| 
| 
[ 
| 


е 
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wiedniego szeregu podwójnego. Mianowicie czytelnik spraw- 
dzi, iż а, =Sy 

Ami = Śm,1 — Sm -1.1 

Оа = Sin — 51, n—1 

di w ZE Sma Sm nl] — Smain F Smeta Ala m>1, n>l 
m—n , z Е 
mE —; obliczmy, jak wyżej, wyrazy dm 


i napiszmy odpowiedni szereg podwójny. Sumowanie wier- 


Niech; NP: Sa ZZ 


т— т 
szami da nam lim | lim — =—1, 
т —> оо \п > со??% 4 т 


sumowanie zaś kolumnami da nam 
lim (lim 27”) =+1, 
n Эсо m ->c "e 
natomiast lim 5, „ == (). 
т? + п? 
Smn == тай" ETE 
(m+) 
lumnami daje tę samą sumę 1, sumowanie zaś według 
prawa 


Jeżeli to sumowanie wierszami i ko- 


lim Snn daje 4. 


Czytelnik z łatwością ułoży szereg podobnych przy- 
kładów. Wobec tych przykładów zrozumiemy wagę nastę- 
pującego twierdzenia: 

Jeżeli wszystkie wyrazy szeregu podwójnego są do- 
datnie, i jeżeli istnieje suma według wierszy (albo według 
kolumn), to szereg jest zbieżny i sumowanie według każdego 
innego prawa da tę samą granicę. 

Założenie: a,,„>0 dla każdej pary wskaźników m, m; 


-S1 ++ Są + Sz +- :.. |- S„-|-... jest szeregiem zbieżnym, któ- 


rego suma równa się s. 
Przekonajmy się naprzód, że sumowanie kolumnami 
da tę samą granicę. 


jn 4- MAn -- Agn + ... 4 dm n <8; -+ Są -} Sg -H ... -H 5з, 


„gdyż llin -|- dn ЕБ ... -|- ал n < Sm ny 
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przyczem s„„ przy stałym m rośnie wraz z n, gdyż skład- 
niki są wszystkie dodatnie; z tego powodu 
Smn Z LIM Sm; lecz lim Sm = Sy F S -- 5; +... -+ Sm <S 
R —> со п —> oo 
na mocy twierdzenia o granicy przy dodawaniu skończonej 
liczby składników; tak więc 
din + don + ... + Ümn <S; 
oznaczmy An- lon 4... H Amn przez Umu; ciąg 
Uin, Чоп, U3ny..., U 


Wmns + +» 
jest rosnący i ograniczony od góry, a więc posiada gra- 
пісе, którą oznaczymy przez су. 

Wyrazy. należące do tej samej kolumny, tworzą więc 
szeregi zbieżne. 

. Udowodnimy teraz, że szereg с, +- 6 + 0; H... |- On +... 
jest zbieżny; w tym celu zauważmy, iż 


Smn = Ит -+ Um2 -H ... | Umn < ЕЙ 4 Sa + ... -- Sm <S 
lim Sm n = lim Um + lim wo + „lim wp, s 
Da 


т—> ос т со т— ®—>с‹ 
lecz lim Umi = б,, lim Una = б,...., lim Umi == б», 
m -> со т -> оо т > co 
tak, iż JIM Sm n = с, F бу + 6, F -e + 01 KS. 
т> co 


Szereg с, +- 6, Hog -|-...-- о, |... jest ograniczony 
od góry i posiada wyrazy dodatnie; taki szereg, jak wiemy 
jest zbieżny i posiada sumę c < =, (patrz 1. 47). 

Tak więc, sumując według kolumn, mamy granicę с; 
możemy teraz wyjść z założenia, iż 6, -|-0 1-6; |-... 
++: HOn.. =0 zamiast 5, +5; F Sg... FH Smt.. =S i ro- 
zumując w sposób analogiczny do poprzedniego, otrzy- 
mamy s< с zamiast c <s. Zestawiając te dwa wyniki, 
widzimy iż s=©, co trzeba było udowodnić. 

Łatwo się przekonać, iż każdy inny sposób sumowa- 
nia da tę samą sumę s, Niech 0%, = ami -|- Ame +- ... F amns 
w takim razie Sm n= Vin + 0 |... | 0л, przyczem 0, Sm; 
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ze zbieżności szeregu =, -- =, |-S;-|-...-H 8... wynika, 
iż do każdej liczby dodatniej = można dobrać taką liczbę 
v, iż sp Fst.. е, jakkolwiek wielką jest 
liczba m >v; ponieważ vmn < Sm, więc i 

(43) 0,41, n FV 42n | Utent 2. F Vm, $E 

dla każdej wartości » i dla AO 


Ponieważ s, + s, --...--s„--...==s, więc przy dosta- 
tecznie wielkim wskaźniku v, mamy 
(44) s Hats tH Hisis; 
liczba v SG асаа przez powyższe warunki (43) i (44). 
Ponieważ 


lim (Vin È von +... F Oyn) = Бә +5 F H S 
п Э со 


więc można znaleźć taką liczbę p, iż n>y pociąga nie- 
równość 
(45) |р Va F o F Va — (51 45 Pr: 1 8) 
z zestawienia (43), (44) i (45) wynika 
Vin F Von FH Van Fu H By 0, a Wyp, n > o F Um, u — 5) LE, 
czyli 
Sman — S$ ŻE; 
skoro tylko m>v i n>p, jakkolwiek małą jest liczba do- 
"datnia e, czyli s„„ dąży do granicy s, gdy m i n dążą 
jednocześnie do nieskończoności według dowolnego prawa. 
Udowodnioną własność można, oczywiście, rozciągnąć 
na szeregi, których wyrazy są „prawie* wszystkie tego sa- 
mego znaku. ; 
Twierdzenie o porównywaniu dwóch szeregów stosuje 
się także do szeregów podwójnych o wyrazach dodatnich: 
jeżeli wszystkie wyrazy pierwszego szeregu podwójnego są 
mniejsze od odpowiednich wyrazów drugiego szeregu po- 
dwójnego, i jeśli ten drugi szereg jest P to i pierw- 
szy także jest zbieżny. 
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Szereg podwójny nazywa się bezwzględnie zbieżnym, 
jeśli inny szereg podwójny, utworzony z wartości bez- 
względnych wyrazów szeregu danego jest zbieżny. Łatwo 
sprawdzić, że bezwzględna zbieżność pociąga za sobą 
zbieżność szeregu danego; jeżełi szereg podwójny dany 
zawiera nieskończenie wiele wyrazów ujemnych, to two- 
rzymy nowy szereg podwójny, którego wyrazy równają 
się odpowiednio wartościom bezwzględnym wyrazów sze- 
regu danego; jeżeli w ten sposób utworzony szereg po- 
dwójny okaże się zbieżnym, to szereg dany jest bezwzględ- 
nie zbieżny i możemy obliczyć sumę jego bądź przez su- 
mowanie wierszami, bądź przez sumowanie kolumnami, 
bądź to przez sumowanie według jakiegokolwiek innego 
prawa, gdyż przy każdym z tych sposobów musimy otrzy- 
mać tę samą granicę. Dowód pozostawiamy czytelnikowi. 


59. Посгупу nieskończone. 

Jak teorja szeregów prowadzi do uogólnienia pojęcia 
sumy, tak teorja iloczynów nieskończonych jest uogólnie- 
niem pojęcia iloczynu w przypadku, gdy liczba czynni- 
ków jest nieskończona. 

Przypuśćmy, iż mamy ciąg czynników 

Dy, 6, A 


utwórzmy iloczyny częściowe 


Jeżeli istnieje granica tych iloczynów częściowych Р,, 
gdy n rośnie do nieskończoności, i równa się P, to mó- 
wimy, iż iloczyn nieskończony 

r WESA 
jest zbieżny i równa się Р, gdzie, jak zaznaczyliśmy, 
Р==1їшї РЬ; 


п —> со 


142 
co piszemy także w postaci 
ZZO AGITO PORAZ 
Można z łatwością związać teorję iloczynów nieskoń- 
czonych z teorją szeregów. Tak, np., niech 4, 0, 


а = P, — Р, =v (v — 1), а = Ру — P, = 00, (0, — 1)...., 
An = V, V; ..., Фа1 (Vn — 1),... jasna rzecz, że Р jest sumą 
szeregu 

(46) а, + 4 + Og +... F dn 2-1 


ponieważ suma częściowa » wyrazów tego szeregu równa 
się właśnie Р,. 

Zauważymy także, iż 

log Р, = log v, + log v, -- log v, -+ ... -+ 10g Vn, 

a więc log P jest sumą szeregu 
(47) log v, + log v, + log v, +-... -+ log vn -- ... 

Zbieżność szeregu (17) jest więc warunkiem koniecz- 
nym i dostatecznym, by iloczyn 


жж Ж ыр 


był zbieżny i posiadał warfość różną od zera. 
Przypadek, gdy іт Р, = 0 różni się pod niektórymi 


n—> oco 


względami od przypadku, gdy lim P „=P + 0, i dlatego 


п оо 
będziemy mówili, że iloczyn nieskończony jest zbieżny, bez 
dodatkowych omówień, tylko w tym przypadku, gdy granica 
lim Р, nie równa się zeru; inną kategorję iloczynów będą 
stanowiły dla nas te, w których lim Р, = (); wreszcie trze- 
cią i ostatnią kategorję będą stanowiły iloczyny nieskoń- 
czone rozbieżne. ~ 
Jeżeli iloczyn jest zbieżny (a więc lim Р, = Р = 0), to 
о, dąży do jedności. Wynika to stąd, iż wtedy szereg (17) 
jest zbieżny, a więc jego wyraz ogólny 1050, dąży do zera, 
czyli lim v„=1 Albo (46) inaczej a, = P,— Р, 1= Р, 1(0— 1); 


ponieważ szereg Za, jest zbieżny, więc lim a, =0, czyli 
п > со 


И 
| 
| 
| 
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lim (v, — 1) Р, = = lim (0, — 1). lim Р, аке; 
ponieważ zakładamy, iż 
lim EPa =E30; więc. lim 1 (w 4) >0czyli limt, SF 


п со п > со 
Jeżeli iloczyn DRE równa się zeru, to 0, może 
nie dążyć do jedności; granica może być inna, albo wcale 


może nie być granicy; np. jeżeli „=1, to іт Р, = 0 


п-—> со 


п—1 
i lim vp = 0); jeżeli о, = эн" +(—1) @—2) to lim Р„==0; 
lecz 0, nie dąży do żadnej granicy. 
My zajmować się będziemy głównie przypadkiem, gdy 
iloczyn jest zbieżny, t. j. gdy lim P „= Р + 0; z tego po- 
п> co А 
wodu wygodnie nam będzie wprowadzić różnicę 0, — 1, 
którą oznaczymy przez ún, tak, iż %„=1--u,, gdzie и, — 0. 
Naprzód zbadajmy przypadek, gdy wszystkie liczby 
и, są dodatnie. 
Zauważmy, iż 
(1 u) (1 + u4) (1 u)... (1 - u) = 
=] + W PU Vs |... | |-и, FH мн H USM + 
ponieważ wszystkie u, są >0, więc 
Б> 1 + Sny 
gdzie s„=u, ++ Ug 4 Ug- .... -HUn jest sumą częściową: 
szeregu 
(48) Vy F Mg H Ug 1... Б. 
Z drugiej strony 
Sne 
бу = Wta F 0 F --. | Un- UnL 
gdzie z lewej strony ostatniej nierówności występuje suma 


wszystkich możliwych iloczynów z liczb %,, wo, ... и, po dwa. 
Tak samo, jeżeli с, oznacza sumę wszystkich możli- 


—- 


e аду буы нручый орг PAN 


2 


mo нй же эзе R p nh ш ш 
“ ит ы у. 
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wych iloczynów z tychże liczb po trzy, to, jak łatwo 
sprawdzić, 


843 
сте 

jeżeli op, przyczem р < m, oznacza sumę wszystkich możli- 

wych iloczynów z liczb uj, %5,..., Un po p czynników, to 
Аса, ды 
SE 


Otóż Ь 
Ча) n (Fu) 146 о о, 


a więc 


58, 53, Sa” 
„< Fay ш пабе Tal 
czyli 
s3 5 s*, 
(49) tH 5.<Р,<1- 8% = 3! а Еа крап 
Twierdzenie: 


Iloczyn nieskończony (1--u,)(1--u)(1-u)...(1--%1)..., 
w którym wyrazy и, są dodatnie, jest zbieżny wtedy i tylko 
wtedy, gdy szereg (48) jest zbieżny. 

Twierdzenie to wynika z nierówności (49). W rzeczy 
samej, ponieważ liczby и, są dodatnie, Поступу częściowe 
Р„ tworzą ciąg rosnący; jeżeli więc okażemy, iż ciąg ten 
jest ograniczony od góry, to tem samem udowodnimy, iż 
iloczyn nieskończony jest zbieżny. 

Załóżmy więc, że szereg (48) jest zbieżny; w takim 
razie ciąg jego sum częściowych jest ograniczony od góry, 
czyli istnieje taka liczba M, iż 

` 5, <М, dla każdego n. 

Z nierówności (49) wynika nierówność 


3 EAMA ра К М" 
EL M + 21 + gr tesh эл <A, 


* Dowód przez indukcję. W iloczynie 5„Р — Sn.Su.Sn.. Sn, 
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gdzie A nie zależy od wskaźnika m żę PR sumą szeregu 
I М? Ае. 
nieskończonego 1-- M + 21 +.. ч ЕТЕЙ +.. 
który jest zbieżny (patrz 1. 48, Eke drugi). 
Z nierówności Р,< А dla każdego n wynika zbieżność 


iloczynu nieskończonego, t. j. istnienie lim Р, =P. 
n> 


Odwrotnie, załóżmy, że iloczyn jest zbieżny; w takim 
razie iloczyny częściowe P„ są ograniczone od góry, t. j. speł- 
niona jest nierówność Р„< М dla każdego n, o ile odpo- 
wiednio dobierzemy liczbę M. Z nierówności (49) wynika 

Sa < Р, — 1, czyli s„<M— 1; 
sumy częściowe szeregu (48) są więc ograniczone od góry, 
a ponieważ ciąg ten jest rosnący, więc lim s, istnieje, a za- 
n=*oco 


tem szereg (48) jest zbieżny. 


lloczyny nieskończone bezwzględnie zbieżne. 


Zajmiemy się teraz iloczynami. 


(50) (1 Hu) (1 + us) (1 -H u;)...(1- %,)..., 
w których liczby w, mogą być i dodatnie i ujemne. 

Jeżeli szereg (48) jest bezwzględnie zbieżny, to iloczyn 
nieskończony (50) nazwiemy bezwzględnie zbieżnym. 

To określenie można zastąpić następującem: iloczyn 
nazywa się bezwzględnie zbieżnym, jeśli inny iloczyn, 
utworzony z danego przez zastąpienie liczb %4, и,,... Un;... 
przez ich wartości bezwzględne jest zbieżny. 

Twierdząc, iż iloczyn (50) jest bezwzględnie zbieżny, 
stwierdzamy tylko zbieżność innego iloczynu, należy więc 
udowodnić, że iloczyn bezwzględnie zbieżny jest zbieżny 
w znaczeniu, jakie nadaliśmy temu terminowi na początku 
tego rozdziału; niech 20, = |u„; twierdząc, że iloczyn (50) 
jest bezwzględnie zbieżny, stwierdzamy zbieżność szeregu 
o wyrazach dodatnich: 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 10 


- 
- 
И 
Í 
| 


тетен» пи чч ч у-н == чинди я-а 
-- CIE E EEA T рег” a E 


ok O MP жы» 


| 
| 
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(51) w, HW + W +... ++ wn +... 


stąd wynika, że iloczyn nieskończony 
6)  Q+w)l+uw)(ll+ w)... (14 w)... 
jest zbieżny (na mocy tylko co udowodnionego twierdzenia). 

Oznaczmy jak poprzednio, 

a, = (1 -Eu,)(1 F w)... (I + u) u = Pa — Pn; 
oznaczmyż, podobnież: 

„= (1+ Wy) (1+ w) (1 -- Wz) фы 7. -- Wri) Wn = II, — П, , 
gdzie Р, i П, oznaczają Поступу częściowe iloczynów 
nieskończonych (50) i (52). 

Szereg Zb, jest zbieżny, gdyż jego sumy częściowe są 
równe iloczynom częściowym iloczynu zbieżnego (52). Po- 
nieważ w, = |u„|, więc, oczywiście, |а, < bn, a wskutek tego 
szereg Ха, jest także zbieżny. Lecz sumy częściowe sze- 
regu Ха, są równe iloczynom częściowym iloczynu nie- 
skończonego (50); ze zbieżności szeregu Ха, wynika więc 
zbieżność iloczynu nieskończonego (50). 

Szeregi bezwzględnie zbieżne mają własności najbardziej 
zbliżone do własności sumy skończonej liczby składników; 
podobnież, iloczyny nieskończone bezwzględnie zbieżne 
posiadają wiele własności takich samych, jak iloczyny 
skończonej liczby czynników. 

Z pośród tych własności zajmiemy się dwoma, mia- 
nowicie: 1) iloczyn nie zależy od porządku czynników; 
2) iloczyn równa się zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden 
z czynników równa się zeru. 

Udowodnimy naprzód, że zachodzi własność nastę- 
pująca: 

Jeżeli iloczyn nieskończony (50) jest bezwzględnie 
zbieżny i jeśli e oznacza dowolnie małą liczbę dodatnią, 
to można dobrać do e taki wskaźnik л, że iloczyn ilu- 
kolwiek czynników kształtu 1--u,, przy п> л, różni się 
od jedności mniej niż o є, t. j. że 


IL- tim) (Hu)... (1 n) — 1| <e. 
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Dowód jest następujący: 
(1 H tm) (1-815)... (| Hum) — 1 = 0, Lo, +... + оь 


gdzie с, oznacza sumę liczb Un, Ung, ...,4n,; Og Sumę Wszyst- 
kich iloczynów tych liczb po dwa; o, sumę wszystkich 
iloczynów tychże liczb po trzy i t. d. Oznaczmy, jak po- 
przednio, w, = |lu„|; w takim razie 

(1 F w) (I F w) ... (1 Wn) 126,46, 4... о, 
gdzie o’, 0/,,..,6% są utworzone przy pomocy liczb w, 
w ten sam sposób, w jaki с;, 6}, ... Oz utworzone są z liczb 


им. Stąd |0,| KG, [03] < O'g see |с K 0%; a więc 


[6 - бу P+» FH бк 


JA to 


1с, Ho 4... 0k, czyli 
Tiin) (1 Беу 1 +.) | | <(1 Fw )( | +0) «(Й +0») —1; 


lecz 


(iFwn)(I--w)...1-Fwn,) 167,46, 4...0, 


ү 6 y c” j* 

= KASĘ СЄ 
stąd 
~-e 1 \ ГА 6 Ыы 6 i 
(53) (tu) (1+ tng)... (1+0) —1|<с sę 3] Fek ба 
gdzie 
(54) 64 = Wn F Wag F... F Wn, 


Ponieważ szereg (51) jest z założenia zbieżny, więc 
każdej liczbie = > (0) podporządkować można taki wska- 
źnik m, by 

Wy | Wn F ә + 14. + р LE 
dla każdego p, skoro tylko п>; stąd wynika, iż 
(55) <= : 
jeżeli w (54) wskaźniki n,, ny,...,7% są wszystkie większe 
od ж. 

Liczbę e wybieramy mniejszą od 4; w takim razie, 

na mocy (55), 


10* 
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PEM Eo ke AE Да а 26 


a więc z (53) wynika, iż 

KA tim) AH m4) (I + tna) ... (L tm) — 1] < 28, 
co trzeba było wykazać. 

Niech P oznacza wartość iloczynu nieskończonego bez- 
względnie zbieżnego (50). 

Jeżeli żaden z czynników 1-и, tego iloczynu nie 
równa się zeru, to P 40. 

Takie jest twierdzenie, które teraz udowodnimy. Niech 
e i n, mają te same znaczenie, które ustaliliśmy przed 
chwilą. Iloczyn Р napiszmy w postaci 

РР ОБ Ча? n 
P=i+u)(ltu,)...A tu); Е (130) U Funta). (10р) =. 
Р, nie równa się zeru, gdyż jest iloczynem [skończonej 
liczby w czynników, z których żaden, па mocy założenia, 
nie równa się zeru. 
Ка = Enp 


p—> co 
gdzie En. p = (1 мы) (I + ч»)... (1 F Unto); 
otóż 
1 Eu) (I H ә)... (1 + Unto) > 1 — 224, czyli Enn >$, 
gdzie p dowolne, a n ma wartość ustaloną poprzednio; stąd 
En = lim Enp > $ 
р> оо 
czynnik Ё, nie może się równać zeru, gdyż jest > $. 
Tak więc P jest iloczynem dwóch liczb Р, i Æn, 
z których żadna, jak wykazaliśmy, nie może się równać 
zeru, A więc Р-Е0, co trzeba było udowodnić. 
Udowodnimy teraz, że wartość iloczynu nieskończonego 
bezwzględnie zbieżnego (50) nie zmieni się ze zmianą po- 
rządku czynników. Przypuśćmy więc, że iloczyn 


(56) (Ev) (1 + о)... (1+4)... 


ne 


149 


utworzony jest z tych samych czynników, co iloczyn (50) 
w innem uporządkowaniu, przyczem nadajemy terminowi 
„składa się z tych samych czynników, tylko w innem upo- 
rządkowaniu* znaczenie, które ustaliliśmy poprzednio przy 
szeregach (l. 53). Niech Р„ oznacza iloczyn częściowy ilo- 
czynu (50), a II, iloczyn częściowy iloczynu (56). Niech 
e<$ oznacza liczbę dowolnie małą, а n ma wartość większą 
od n, gdzie n jest liczbą dopasowaną do £, jak poprzed- 
nio. Niech m oznacza liczbę (większą od m) taką, by ilo- 
czyn Il, zawierał wszystkie te czynniki, które wchodzą 
w skład iloczynu Р,; wtedy, oczywiście 


р 7 
Р, =(1- Uni) (1 шь)... (l = м), 


gdzie 1-F wy, 1- Uys, ..., 1 + u,,, oznaczają czynniki, które 
wchodzą w skład П, a nie są zawarte w Р„; jasna rzecz, 
Że Ry, ,,..., Ny Są to wszystko liczby większe od m, a więc 
i od m, Z tego powodu, jak widzieliśmy, zachodzi nie- 
równość 
II l 
— <; 
ЖЕЛЕР 
e 
czyli 
П, 
1—е< Р <14 е, 


przyczem, gdy e dąży do zera, m і n dążą йо nieskończo- 
ności, o ile zacząwszy od pewnego miejsca wszystkie w, 
nie równają się zeru. Stąd wniosek, że 


czyli II = P, co trzeba było wykazać. 
Przykład. Iloczyn nieskończony, którego czynnik 


222 ME 
a jest bezwzględnie zbieżny, gdyż w tym przy- 


Vy = 
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1 1 
айка u„ = — —, a szereg > ——. jest bezwzględnie zbież- 
р An?’ 8 1 п? J g е 
2 
ny. Zobaczymy później, że wartość tego iloczynu jest = 
60. Wyznaczniki nieskończone. i ' 
Oznaczmy przez D„ wyznacznik następujący, rzędu n: | 
| 1 ЕЕ Oy йә 10 еа ое Ain | | 
| йә Т dos dg .....13 An | 
Des | zı азә 1 + 88... .. @8п | 
| dni йә * Ang I-EG, | f 


którego wyrazy utworzone są przy pomocy wyrazów ciągu 
podwójnego 


i1: а,» ig» ...y Ains » 
Aois Wag, dag, ..., (on; e. 
Agi; Azp, 38, з n ee 


i Ep 


Amis Am2: быз, ..., Amm se» 


Wyznacznikiem rzędu nieskończonego nazywamy gra- 
пісе lim Da, o ile takowa istnieje. 


п> оо 

Twierdzenie. Jeżeli szereg podwójny УХ аһ, utwo- 
rzony z wyrazów wzmiankowanego ciągu podwójnego jest 
bezwzględnie zbieżny, to wyznacznik nieskończony, odpo- 
wiadający temu ciągowi jest zbieżny. 

Założenie: Szereg podwójny ХХ а, jest zbieżny; teza: 
ГӘ, dąży do granicy, gdy m —> oo. 

Oznaczmy przez Р, iloczyn 


(1.4 ay) (1-055) .... (1 + оь) (I 4-9) (1 + 22) (1 F dys) - + - - 
„(+ ag) (1 ag,) (I оз) (1+ саз) +- (14 оз)... 
„e (LH aw) (1 ane) ... (! -- с), 
gdzie ay = |a|; gdy n > со, Pa dąży do granicy, ponie- 


БЕД ОС" i 


waż na mocy założenia szereg ZŻa,„ jest zbieżny. Łatwo 
sprawdzić, iż 
10 < Pre, 

jeżeli bowiem rozwiniemy wyznaczaik /), iiloczyn P na 
sumę składników, to okaże się, iż każdemu składnikowi, 
wchodzącemu w skład D„ odpowiada równy mu со do 
wartości bezwzględny składnik w rozwinięciu iloczynu 
Ре, lecz oprócz tych wyrazów są w Р, jeszcze i inne 
składniki, a ponieważ wszystkie wyrazy w Р,: są dodatnie, 
więc stąd odrazu wynika wzmiankowana nierówność. 

Dla tej samej przyczyny 

|Dna+p — „| < Papy: — Pie; 

moduł każdego składnika w rozwinięciu różnicy 7,4, — Dn 
jest składnikiem różnicy Ри ьу«,— Р, przyczem ta ostatnia 
różnica zawiera oprócz tego jeszcze inne składniki dodatnie. 

Ponieważ P, dąży do granicy,” więc do każdej liczby 
dodatniej e można dobrać wskaźnik n, taki, że skoro 
tylko n>n, to Рр: — Р Ke, dla dowolnej wartości 
liczby p; a więc 2 >л, pociąga także nierówność 


= Dal < =; 
powołując się na ogólną zasadę zbieżności, wysnuwamy 
stąd, iż ciąg 2,, Da, D,,..., Dns... jest zbieżny, co trzeba 


było udowodnić. 


Ćwiczenia i zadania. 
1. Udowodnić za pomocą przekroju istnienie pier- 
wiastka dodatniego równania 2° | 22 — а, gdzie a>0. 
2. Średnia arytmetyczno-geometryczna. 
Niech a i b oznaczają dwie liczby dodatnie, przyczem 


a<b. 
a+b. Р 
& = ыны jest średnia arytmetyczna, 


b, = yab jest średnia geometryczna tych liczb. 
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Tworzymy następujące dwa ciągi 


о WADE 
а -- b 
: & 1 At = 
gdzie dy =———*, 0, = {0...5 
йы = $ (0 F GO EE 007и EA 


Udowodnić, że pierwszy ciąg jest rosnący, a drugi 
malejący, że każda liczba pierwszego ciągu jest mniejsza 
od każdej liczby drugiego ciągu i że dążą do wspólnej 
granicy, (która się nazywa średnia arytmetyczno - geome- 
tryczna). Podać konstrukcję geometryczną ciągu tych od- 
cinków. 


Wskazówka: Udawadniamy naprzód, iż а< п, <b, 
a--b i 3 
, < b, gab < att , czyli a, <, a więc 
a<a <b <b. Stąd "8007 аа НЕО" р 
аср роет: VGE ир bn = 0, lim 0, = В. Lecz 
М п> с п —> сх 
20,41 = a, ba, dalej 2lim bry = lim а, e lim ba, czyli 
n =» c п > сх Ł2 
2 B Z = В, В ==@: b, 1 Г, ЖТ Z } ы Е b, — 3 үа, ba? == 
Dr — A b„—Va, 
= 4 (vb, — үа, а аа У ИРС LSA 1; więc 
bn — а YOn F 5 an 
b—a 
b, —. ly < 2" 


3. Średnia arytmetyczno-harmoniczna. 
Ciąg a,, а,, Qz,..., 0,,... jest harmoniczny, jeżeli ciąg 
liczb odwrotnych, t. j. ciąg 


a> aż ке 
jest postępem arytmetycznym 


wa obo ll, 
у Еа а, RZEP Эз. 


Niech 0<a<b. Udowodnić, że średnia harmoniczna liczb 
a i b jest mniejsza od ich średnio geometrycznej. 
W rzeczy samej 


7 2ab _ a+b- 2үаф (vb — үа} yab 


| Ру ЧЕД ów | ач lab = We: FA ODRA Boć 
vab a+b a--b үа? a+b >A 
| Tworzymy dwa ciągi: 
| «Гб зз, фы 
G Ра оу PRACE 
| i 2ab a+b 2 a, b, а, +b 
| gdzie KARTEK >. ALS 2 97 dą ESR b = 748 
] 2 a, bw 
ймы = а, ЗЕТ $ (än + bn); ат» 


Udowodnić, że ciąg pierwszy -jest rosnący, ciąg drugi 
f malejący, że każdy wyraz pierwszego jest mniejszy od 
każdej liczby drugiego ciągu i że dążą do wspólnej gra- 
nicy, którą nazywamy średnią arytmetycznie-harmoniczną. 
4. Średnia geometryczno-harmoniczna. 
Rozwiązać takie same zadanie dla ciągów, określonych 
2ab 
przez wzory: RR М b, =vab; 


2a,b —— 2a„b —— 
AA By 2 үа Бо} Чы ZS, рась 
а + b,” 2 ү т б ` , п-- а R RZ my 


5. Zbadać ciągi, określone w następujący sposób: 


Q = 


2 
1) a, = yab, b 6 а а, = Vab, bę “Va +, 2)... 


e.. np = Va les bai = үз (а, -+ 0%); ... 


\ 2) =, b = Vja 09); a, =4(a, +-2,), 
| b, = ү1(а° + 5°) 2);...; Anj1=$ (n bn), baja = y$ (a 2-02,);... 
|n2 2 


Wskazówka. Do pierwszego pytania: y- б > gabi 


тты крмати ватса 


wn 


| 
| 
| 
| 


bnti — 0341 a я 
b, - — dn ч Dni + бъра’ 


dn bn 2 
(041 Т алл)? > + a” Et an W ł 


b, ч, — Anyi bn а, 1 . ? 
+a, = (a, +b == X =; 
,. 1 4-1 > ү sł n є); b, екш ү? b, L an че ү J 


1 n 
b, — a, < (z (b — a) 


y 

Do drugiego pytania. 
} 

Үз (а# Eb) > = 9, 


ба - ód, - а +1 W g bn — dn < 1 bn = аһ 1 
b, — dy GRĘ Dna -- йл-1 Ж b, + аһ "s 


gdyż bnp + 4+1 > dy + бы; b, — а < dn (b - SR a). 
6. Dany jest ciąg Fibonacci'ego: 
аан: ӨТ е 


który jest określony przez: a, = 1. a, = 2, а= а + @n-1; 


9 (bn T- a„)* 
b? n--1 Anpi == с у 


а 
Znaleźć lim ——, nie znajdując wartości а, w zależności od 
п -> со dn+1 


wskaźnika n. Udowodnić, że: a, 1 а — а%„ = (— 1)"+!; 
następnie, że: 4, = а „4-4-1 @-т-1, gdzie m < т; 


Әһ = A?, F а?, -1° | 
Udowodnić wreszcie, że „=з > 8] | 


SZ 


7. Znależć granicę ciągu W, W4,...; Un,..., $ 
jeżeli u, =a, и =b,.,., S E A O a -1),. 
8. пер granicę ciągu Up чу...) Un, 
m1 
AFT 


...) 


jeżeli u, ==——— 


r za dis Uni 
9 Znaleźć lim == 
п->со Un 


jeżeli 104,1 4-и, 1==3 0; u, =10, u, =3; шй u, =b, 
10. саве granicę lim un, 


n-> со 


jeżeli и, = а,..., w, jj = и, a. 


11. Znaleźć киш. lim п Un 


-Е2>-Е3”-Б...-Ел” 


jeżeli u = RT, 
Odpowiedź: lim u, =} р gdy р> — 1 
lim и, = оо, gdy р< — 1. 


и — 0 


12. Czy ciąg w,, и,,..., %„,... jest zbieżny; 
ааа ЧАРС — 169. 


13. Przy jakich wartościach zmiennej 2 szereg 
1 2 4 8 22 
Еа 241 | wes | TES 5 
jest zbieżny i kiedy jest rozbieżny? 
14. Niech s, oznacza sumę częściową p wyrazów sze- 
regu harmonicznego. Zbadać zbieżność szeregu 
2 25 x2 2? 


+... 


P Sp 


15. Zbadać zbieżność szeregu 
U, ZĘ и F My TE Gja “+... 
gdy 0 == sin? рро) 
«ёх. 1 ИЛЛА piw 
sinpz,sin(p+ 1) 2" 
gdy ир = 2? sin ро; 


gdy ир = sin -}- „| л 
) 


gdy u, = 


gdy up = æ sin (pal 


20 


U w= OEUF eN. UH 

gdy u, =Arctg z? SETTER J 

d pen фе 

gay Up = 55 (8.553 f 


gdy и = sin* += 


) 2 
16. Znaleźć lim u», gdzie ылы. сан CE 
17 zbadać cigg "ШШЩ; 0:2 ру ге; 
Jap? 
gdzie и, = sin - 352: Ы 


gdzie 0, = sin z Hy 


gdzie u =sin (2 үр? + ap); 


gdzie u, =sin vp Ea -VAx;; a>0 ) 


gdzie u, =tg GHz үр" + p) 
gdzie u, = sin \үр + a үр} al: a>0. 

O każdym z tych ciągów powiedzieć: czy jest ograni- 
czony, jakie są jego punkty skupienia, jaka jest największa 
z granic; który z tych ciągów jest zbieżny. 

18. Udowodnić, że jeżeli szereg u, --u,-|...-- u, -|-..., gdzie 
Up >0, jest zbieżny, to jest zbieżny również szereg u,*- Ug H- 
: u 
„Кш, |... a także i szereg т са 


Un 
SĘ. TUA 


19. Udowodnić, że ze zbieżności szeregu u,*--u5* +-... 


иу 
1 -+ w, 


Up 


tup t... wynika zbieżność szeregu = 4- SS AŻ 2... 
Э) 
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20. Zbadać zbieżność ciągu uj, w,,..., Up... gdzie 
u, = BiN Z, ..., Шоц = SIN Up: * 

21. Udowodnić, że: 
(4,5,4 ab... azb,)? (а-а, +...+ а?) (6,2-0, +... by”) 
— ((a,b, — Da, )? + (а,0, — 5а), + ... +- (9:0, — a,b; * —-...); 
wyprowadzić stąd nierówność Schwarza 
(4,4-9 0--...9,)*< (4,2 aF... а?) (bba... -H bp"). 


bp — a? 


22. Udowodnić nierówność + <р! i 
— (l 


фр — ar _ iN x 21 А 
B= > ра?—!, gdzie b>a i p>0. 


P -|- фр ba 
23. Udowodnić nierówność ZES xX t ) 


24. Udowodnić nierówność 
1 (a,? -|- a? -- R a?) > | 
7 > | 


25. Jeżeli mamy liczby а, dy,..., ар i Dy, Vą,..., 0, 
spełniające warunki 
о<а‚,<а<...<а@; 
0<0,<0,<...<0,; to 
(4+ 04... dz) (0-55... 0p) < p(a,b, + аб„--...а„б). 
26. Jeżeli liczby a,, а„,...‚ а„ są wszystkie dodatnie і 
DZU, LUZ 1.:Z05, tO 
а0, H ao ba +... 90 
< a- 04 + ... ++ dp <b>. 
27. Jeżeli b, > bę >, >... >bn>...>0; bn —> 03; 
lecz b, +0, +... bn = On + оо, 
abit 05, |... |- дбн. 8 


-= lim —, 
n 


алы йат aw]? 
n 


t li 5 - 
5 - тєр үп ж тарасы чы 


gdzie Sn = Q F а, +... -|- On. 


* By rozwiązać te zadanie, trzeba znać wzór na wartość średnią, 


Mamy up+1 — Up= sin üp SİN 0р1 = (Up — Up—1).COSĘp; lim up= 
p> оо 


= U, + (и, — ш) + (и, — Ua) + ... + (Up — Up—1) + 


аьа 


28) Jeżeli =„ - g, to lim 


Niech s,=g-Ln,; połóżmy Su. 
MANET: Tir. „q ые сс + 0» 


m 

Widzimy, iż wystarczy udowodnić, że z n„— 0 wy- 

nika 1 (п, F +- ... + Dn) 0. Niech p, oznacza liczbę cał- 

kowitą, funkcję zmiennej m, ale taką, że p, (n)— оо, ale 
т. e 

п 00) 0, np. роб) = Ен; еъ... Бъ) = 

= mH H п) (нанә He o) Unt Vn 


ponieważ lim п, (н) = 0, więc do => 0 możńa dobrać Ty 
tak, by 2 pociągało 1,| < He; 


7 2 5 
stąd У, == = Elą + q 424... ЕБ < | ы e< 4 е, 
skoro tylko n>m; - 
: > | п) „- 
dalej Un = n 1 Fa W ык < zk Ук, 


gdzie А> |у, dla każdego p; że taka liczba K istnieje, 
wynika stąd, że każdy ciąg zbieżny jest ograniczony. Po- 


A п) 


nieważ — 0, więc dla n > m, > my, = K< 5, czyli 


|U„ <4 =. а więc e i| Va| „prawie“ zawsze są mniej- 


sze od 4e; ponieważ |— (1, + n +-.. къ < (Un +I V< 
Г 


więc = (Е. ль) > (0), gdy n—> œ, i twierdzenie 
nasze zostało udowodnione. Należy zwrócić uwagę, że 
On = 2 (5, + 5 a H.F Sn) jest średnią arytmetyczną т ko- 
lejnych liczb naszego ciągu; jeżeli więc ciąg dąży do gra- 
nicy, to jego średnie arytmetyczne zmierzają do tej samej 
granicy. 

Łatwo sprawdzić, że twierdzenie odwrotne nie jest 
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prawdziwe, t. j. średnie arytmetyczne mogą zmierzać do 
granicy pomimo iż ciąg 8, Sg... Sn nie dąży do granicy. 
Wystarczy przykład nastepujący: 

весын DH 


+ ciąg ten nie posiada, jak wiemy. granicy; tymczasem 


| б == Б, gdzie а, = п lub n--1, zależnie od tego, czy ж 
jest liczbą parzystą czy nieparzystą. A więc С» > $. 
Na tej drodze możemy dać określenia granicy ciągu 
szersze, aniżeli do'ychczasowe; jest to droga do rozsze- 
rzenia pojęcia granicy. 
29. Jeżeli а, - a, b, б to 


lim (аЬ, + a, 4... а) = ab. 


п> со 
Niech b =bn wtedy й, - 0; 
1 (а, bn F а, 0-14... F а Cn) = > b(a, + а +... + а) 
-+ 1 (Ai Nn + dą Nn 14- s.. -L An т) <= se ++ Ká 
УЖК а „> Bił id 
n 


> b.a, ponieważ а, — a, na mocy 


twierdzenia, udowodnionego w poprzedniem ćwiczeniu; 


| I = Ą || с Я Е eso “к [fal 
| FREE n 3 


gdzie |а„|< 4, > ciąg zbieżny jest ograniczony. Ponieważ 
Ши > 0, więc >| n| + [Na] +... 19) > 0 na podstawie po- 
przedniego ćwi: zenia. 

A więc U„=> ab, Va—> (); stąd wynika, że 

1. (а, bn + а bn—1 + ... H an b) = Un + Vn —> ab. 

30 Udowodnić twierdzenie Abela o mnożeniu szeregów 

Sn = 4 +- A +- A, +- ... + an; On =D, F ba +... + Dn; 
w, = Q4 0,5 wą = ab; F a bj; Wg = а, 0, FH ag ba F а, 0,;.... 

Wn = ау bn F 04 0,41 F ... | QB; 

Pn = W, F w +-.... H ш. 
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Twierdzenie Abela polega na tem, że jeżeli 
Sn >S; 604 +6; Pn —-D, 
to р = 8.5. 
Przedewszystkiem możemy sprawdzić tożsamości : | 
Dn = Qy On {| dy Cn +... + a, 6, == 0, 51 + ba Sni H -H bn 54, 
a dalej: 

Pi + Pa + ... + Pn = $. On Th Są On—1 -- 5% On—2 ЕБ ... ЕЕ Sn б, ; 
stąd · n (Р, + Pa +... +p.) = ~ (5, ба F 5 On- F +. F 5» бу); 
Siechodząc do granicy dla m co, otrzymamy па pod- 
stawie twierdzeń, udowodnionych w ćwiczeniach N. 28 
ҮЗ ДӘ: 

р==5.б, 
ponieważ Pn > р; Sn 8; Op > б. 
31. Opierając się na poprzednich wynikach, udowod- | 
nić, że 
taiti 0-00 — 
paitti =DE HH 
32. Udowodnić, że szereg 
{же Жен РЕЗ LTE 7 615-9 
w którym mamy po wyrazie 1, dwa wyrazy ujemne, po- 
tem 3 dodatnie, potem 4 ujemne, potem 5 dodatnich i t. d., 
a wartości bezwzględne wyrazów tworzą ciąg harmoniczny, 
589 jest zbieżny. Zbadać szereg utworzony w podobny sposób 
| z tą tylko różnicą, że grupy wyrazów o jednakowych zna- 
kach zawierają kolejno 1, 2, 4, 8, 16 i t. d. wyrazów. 
| 33. Dowieść, że, jeżeli szereg u, + tig + ug -|-... + Up- +» 
jest rozbieżny i jeżeli u, > tą > w 2... > 0р2... 2 0, 
lim © 4+ g w Чәр _ 1. 
powo и, -H Ua 17 4, -|- Мәр 


34. Dany jest ciąg a, dy, dy, ..., dn, ++. 
r 
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Zbadać iloczyn nieskończony 


OPO ORAN; 
gdzie v = > Т 9, y=? TA sty == On ntt A 
одаар а, а, 2V аң ал 


Zbadać zbieżność tego iloczynu nieskończonego w przy- 
padku szczególnym, 
a) gdy ciąg а,, a5,..., An: zmierza do granicy g, t.j. 
gdy а, 0-9. 
b) gdy ciąg jest postępem arytmetycznym. 
c) gdy а, =т?. 
35. Udowodnić, że (patrz 1. 50) ga < 09. < 9, < Ga. 


за зс а 
Ga oznacza największą z granic ciągu > С. zaś 
t 


oznacza największą z granic ciagu Yan; a„>0. Z określe- 


nia liczby Ga wynika, że „prawie* zawsze RE jest mniej- 
dn-+-1 
sze od Ga + £, gdzie е > 0; inaczej, istnieje taka liczba m, że 


a a 
'no+1 < G, +s; g: Amt? Gate, ć “no+8 © Ga + g, 
а», аһ аһ, +2 


skąd, dla n >m, 

Я 2 e)" 
РРА 0%, czyli а, < dny = (б.е) 3 
Ang (Gat e)" 


1 те 
a więc Va, < (Ga + 8). a" .(G,--e) %, dla każdego n>n. 
Lecz, gdy n — оо, to 


- ыс = > х 
(С. 4-=).а" .(@. + £) " dąży do (.-|- e, czyli 
=? -L 23 : RC: 
ASA n jest „prawie“ zawsze mniejsze od 
G 903 a więc na zasadzie tylko co otrzymanej nierów- 
ności Ма, także jest „prawie“ zawsze mniejsze od Ga --2e. 


Stąd wynika, że największa z granic ciągu Va, nie może 


Rachunek różniczkowy i całkowy. 11 
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być większa od С, + 28, czyli G.< G,--2e; lecz ponie- 
waż liczba dodatnia e jest dowolnie mała, więc б. < б. 


Dowód twierdzenia ga < 9. jest zupełnie podobny do 
poprzedniego. 


36. Udowodnić bezpośrednio, że 


im (ааа 


n-> oo 
1)? 
Udowodniliśmy (patrz 1. 31), że ciąg ( Es) jest ros- 
nący i granicę tego ciągu oznaczyliśmy przez e. Wpro- 
wadżmy teraz nowy ciąg 


PROSTE DOKP sze 


2 1 1 

eS sa 2, =] -— iTop С | H- tate Бе 
Ciąg ten również jest rosnący i ograniczony od góry, gdyż 
(patrz 1. 31). jest zawsze S„<3; stąd wynika istnienie gra- 
пісу g = lim Sn Trzeba udowodnić, że g=t. 

Jeżeli liczby d,, d,,.... dy są wszystkie dodatnie, to 
(l — d,) (1 — d,)>1 — (d +d), a stąd przez indukcję 
(1—d,)1—d,)(1 —d;)...(1—d,)>1— (di +43 + d;--...- dn). 


1 2 n— 1 LO h 
Niech. dq = n T, 1 > W tedy nierówności 


poprzednie dają: 


00-9-0111) ы 
10-0) а" 


Utwórzmy różnicę (1615 różnica ta jest do- 
t 


datnią, bo Sn > (1+2) ; z drugiej strony 


н ОДА ——————————————————— 


z A 
———— 


ИЙ 1 3 
albo Sn (1 H | < pz -5%#-°<р5—.09<у_; 
LN 


үсе ESA 1 
czyli — +) citt 


Ж 05 RZEP i 
lecz z nierówności 0 < $, (i д | < л wynika, gdy 
\ л 27 


РГ? { я s 1)” 

n—> œ, przez przejście do granicy, że lim 5, = lim(1-+ 5 
т. 

czyli, że g= е. 


Р > 41 
Udowodnijmy jeszcze, że b = (== 


n+l i 
= | jest dla każ- 


dego n liczbą większą od e. Ponieważ udowodniliśmy 
(patrz 1. 31), że lim b„=e, wystarczy udowodnić, że ciąg 
bn jest malejący. Zauważymy, że 
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czyli b, <bn—ı, co trzeba było wykazać. 
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